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ALLE  RECHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZTJNGSRECHTS,  VORBEHALTEN. 


Vorwort  zur  ersten  insgabe. 

Bei  den  bisherigen  Bestrebungen,  die  grundlegenden  Teile  der  I 
metrie  in  eine  Gestalt  zu  bringen,  welche  den  mit  der  Zeit  verschär! 
Anforderungen  entspricht,  ist  der  empirische  Ursprung  der  Geometrie 
nicht  mit  voller  Entschiedenheit  zur  Geltung  gekommen.    Wenn  man 
die  Geometrie  als  eine  Wissenschaft  auffaßt,   welche,   durch   _ 
Naturbeobachtungen  hervorgerufen,  aus  den  unmittelbar  beobachteten 
Gesetzen  einfacher  Erscheinungen  ohne  jede  Zutat  und  auf  rein  deduk- 
tivem Wege  die  Gesetze  komplizierterer  Erscheinungen  zu  gewinnen  sucht. 
so  ist  man  freilich  genötigt,  manche  überlieferte  Vorstellung  auszu- 
scheiden oder  ihr  eine  andere  als  die  übliche  Bedeutung  beizulegen; 
dadurch  wird  aber  das  von  der  Geometrie  zu  verarbeitende  Material  auf 
seinen  wahren  Umfang  zurückgeführt  und  einer  Reihe  von  Kontroversen 
der  Boden  genommen. 

Diese  Auffassung  suchen  die  folgenden  Blätter  in  aller  Strenge  durch- 
zuführen. Mag  man  immerhin  mit  der  Geometrie  noch  mancherlei  Spe- 
kulationen verbinden;  die  erfolgreiche  Anwendung,  welche  die  Geometrie 
fortwährend  in  den  Naturwissenschaften  und  im  praktischen  Leben  er- 
fährt, beruht  jedenfalls  nur  darauf,  daß  die  geometrischen  Begriffe  ur- 
sprünglich genau  den  empirischen  Objekten  entsprachen,  wenn  sie  auch 
allmählich  mit  einem  Netze  von  künstlichen  Begriffen  übersponnen 
wurden,  um  die  theoretische  Entwicklung  zu  fördern;  und  indem  man 
sich  von  vornherein  auf  den  empirischen  Kern  beschränkt,  bleibt  der 
Geometrie  der  Charakter  der  Naturwissenschaft  erhalten,  vor  deren 
anderen  Teilen  jene  sich  dadurch  auszeichnet,  daß  sie  nur  eine  sehr 
geringe  Anzahl  von  Begriffen  und  Gesetzen  unmittelbar  aus  der  Er- 
fahrung zu  entnehmen  braucht. 

Die  Arbeit  befaßt  sich  im  wesentlichen  nur  mit  den  projektiven 
Eigenschaften  der  Figuren  und  geht  nicht  weiter,  als  nötig  erschien, 
um  etwas  Abgerundetes  zu  geben.  Sie  beginnt  mit  der  Aufzählung  der 
erforderlichen  Grundbegriffe  und  Grundsätze  und  schließt  mit  der  Ein- 
führung der  Koordinaten  und  der  Koordinatenrechnung  für  Punkte  und 
Ebenen;  eine  wesentliche  Folge  der  oben  entwickelten  Auffassung  ist 
es,  daß  der  Begriff  des  Punktes  erst  in  seiner  letzten  Gestalt  die  Merk- 
male erhält,  welche  man  sonst  von  vornherein  mit  dem  Bog.  ..mathe- 
matischen Punkte"  zu  verbinden  pflegt.    Perspektivität,  Kollineation 
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und  Reziprozität  werden  in  Betracht  gezogen,  imaginäre  Elemente  und 
krumme  Gebilde  bleiben  jedoch  ausgeschlossen.  Daß  die  projektive 
Geometrie  unabhängig  von  der  Parallelentheorie  besteht  und  sich  ohne 
deren  Zuziehung  begründen  läßt,  hat  zuerst  Herr  F.  Klein  bemerkt 
und  mehrfach  erörtert.  Vollständig  aber  konnte  ich  die  Maßbegriffe 
nicht  vermeiden,  ohne  den  eingenommenen  Standpunkt  zu  beeinträch- 
tigen, und  mußte  deshalb  die  Lehre  von  der  Kongruenz  hineinziehen, 
welche  bei  dieser  Gelegenheit  bis  zur  Aufstellung  des  Polarsystemes, 
worin  jeder  Ebene  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Senkrechten  entspricht, 
fortgeführt  wird. 

Schließlich  sei  bemerkt,  daß  die  vorliegende  Schrift  aus  akademi- 
schen Vorlesungen  hervorgegangen  ist,  welche  zuerst  im  Wintersemester 
1873/74  gehalten  wurden. 

Gießen,  im  März  1882. 

M.  Pasch. 


Vorwort  zur  zweiten  Ausgabe. 

Im  Anhang  zu  den  „Grundlagen  der  Analysis"  1909,  habe  ich 
Zusätze  und  Änderungen  angedeutet,  die  in  den  „Vorlesungen  über 
neuere  Geometrie"  anzubringen  wären.  Diese  Punkte  habe  ich  weiter 
ausgearbeitet  und  der  Verlagsfirma  vorgeschlagen,  die  so  entstandenen 
Zusätze  und  ein  ausführliches  Sachverzeichnis  den  „Vorlesungen"  an- 
zuhängen. Die  Verlagsfirma  ist  mit  dankenswerter  Bereitwilligkeit 
darauf  eingegangen. 

Seit  dem  Erscheinen  des  Buches  sind  drei  Jahrzehnte  verflossen. 
In  dieser  Zeit  haben  die  Geometer  eine  große  Arbeit  geleistet  bezüg- 
lich der  Formulierung  der  Axiome  und  Definitionen,  der  Einteilung 
der  Axiome  in  Gruppen,  der  Untersuchungen  über  Abhängigkeit  der 
Begriffe  und  Sätze  von  bestimmten  Begriffen  und  Sätzen,  sowie  be- 
züglich der  Vereinfachung  von  Beweisen.  Den  Leser,  der  die  Fort- 
schritte der  Entwicklung  kennen  zu  lernen  und  über  die  Literatur 
Auskunft  zu  erhalten  wünscht,  darf  ich  auf  das  ausgezeichnete  Werk 
von  Friedrich  Schur:  Grundlagen  der  Geometrie,  1909,  verweisen. 

Gießen,  im  April  1912. 

M.  Pasch. 
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Die   neuere  Geometrie    bildet,    ihrer   Entstehung    na* 

Gegensatz  nicht  so  sehr  zur  Geometrie  der  Alten,  wie  zur  analy- 
tischen Geometrie.  Von  der  Geometrie  der  Alten,  wie  sie  von 
Euklid  zusammengefasst,  nachher  stetig  erweitert  und  vielfach  um- 
gestaltet, aber  in  ihrem  Charakter  nicht  wesentlich  verändert  woi- 
den  ist,  giebt  ein  Theil  die  zum  Studium  der  analytischen  Geometrie 
erforderlichen  Vorkenntnisse;  man  kann  diesen  Theil  die  Elemente 
nennen  und  jene  Geometrie  überhaupt  die  elementare  wegen  der 
gleichförmigen  Einfachheit  ihres  Verfahrens.  Die  analytische  Geo- 
metrie ist  dem  Stoffe  nach  eine  Fortsetzung,  der  Methode  nach  ein 
Gegensatz  zu  den  Elementen.  In  den  letzteren  tritt  die  Zahl  nur 
auf,  soweit  die  Natur  des  Problems  sie  bedingt,  das  Beweismittel 
ist  sonst  nur  Construction.  Die  erstere  dagegen  nimmt  die  Zahlen- 
lehre,  die  Analysis,  überall  zu  Hülfe,  indem  sie  gerade  danach 
strebt,  jede  geometrische  Aufgabe  auf  eine  Rechnung  zurückzuführen; 
die  Construction  wird   dabei   freilich  nicht  gänzlich  ausgeschli 

Dass  zur  Lösung  der  höheren  Probleme,  soweit  es  sich  nicht 
geradezu  um  die  Auffindung  von  Zahlenwerthen  handelt,  die  ana- 
lytische Geometrie  nicht  die  einzige  fruchtbare  Methode  ist.  ward 
bewiesen  durch  die  Weiterentwickelung  der  reinen  Geometrie.  Vor- 
bereitet zum  Theil  durch  die  reichlich  fliessenden  Resultate  der 
Rechnung,  wurden  Gesichtspunkte  entdeckt,  welche  möglichst  ohne 
Rechnung  gestatteten,  verwickelte  Beziehungen  nicht  minder  leicht. 
als  es  auf  dem  andern  Wege  gelungen  war  oder  gelingen  konnte, 
zu  beherrschen.  Diese  Schöpfung,  welche  ihre  Hülfsmittel  unmittel- 
bar aus  der  Natur  des  Gegenstandes  entnahm,  wurde  von  der  ele- 
mentaren und  von  der  analytischen  Geometrie  als  reine,  höhere. 
•synthetische,  auch  neuere  synthetische  oder  neuere  unterschieden. 

Auch  die  neuere  Geometrie  stützt  sieh  auf  die  elementare.  Aber 
obwohl  man  beide  dem  Verfahren  nach  als  reine  Geometrie  be- 
zeichnen  kann,   so  wird  man   dennoch,    wenn   der   Uebergang  von 
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den  Elementen  vermittelt  ist,  durch  die  Verschiedenheit  des  Ge- 
präges überrascht.  In  der  elementaren  Geometrie  sind  die  Begriffe 
möglichst  eng  begrenzt,  in  der  neueren  sind  sie  weit  und  umfas- 
send. In  jener  erfordern  die  verschiedenen  Fälle  der  auf  einen 
Lehrsatz  bezüglichen  Figur  in  der  Regel  ebensoviele  Unterschei- 
dungen beim  Beweis,  in  dieser  werden  alle  Fälle  durch  einen  ein- 
zigen Beweis  umspannt.  Die  analytische  Geometrie  hat  von  der 
synthetischen  gelernt.  Sie  hat  die  neuen  Gesichtspunkte  sich  zu 
eigen  gemacht  und  verarbeitet,'  und  bei  weiterer  Verschmelzung 
wird  vielleicht  eine  höhere  Geometrie  mit  einheitlichem  Charakter 
entstehen.  Die  niedere  Geometrie  dagegen,  wie  sie  überliefert  zu 
werden  pflegt,  ist  von  der  modernen  noch  wenig  beeinflusst.  Sollte 
es  nun  in  der  Sache  selbst  begründet  sein,  dass  die  elementaren 
Fragen  auf  schwerfälligem  Wege ,  die  höheren  in  durchsichtiger 
und  verhältnissmässig  einfacher  Weise  behandelt  werden?  Der 
Versuch  hat  darüber  Aufschluss  gegeben  und  zu  Gunsten  der  neue- 
ren Geometrie  entschieden.  Die  erweiterten  Begriffe  sind  auch  in 
den  Elementen  verwendbar,  und  wenn  man  sie  an  der  rechten  Stelle 
einführt,  nämlich  überall  da,  wo  zuerst  ihr  Verständiiiss  möglich 
ist,  dann  tritt  auch  früher  schon  ihr  Nutzen  zu  Tage. 

Die  hiermit  vorgezeichnete  Aufgabe  ist  nicht  neu,  aber  ihre 
strenge  Durchführung  steht  in  engstem  Zusammenhang  mit  einer 
andern  Aufgabe,  welche  noch  weit  weniger  neu  ist.  Nicht  bloss 
Schwerfälligkeit  wird  der  elementaren  Geometrie  zum  Vorwurf  ge- 
macht, sondern  auch  die  Unvollkommenheit  oder  Unklarheit,  welche 
den  Begriffen  und  Beweisen  in  ausgedehntem  Maasse  noch  anhaften. 
Die  Hebung  der  erkannten  Mängel  ist  unablässig  erstrebt  worden, 
auf  die  mannigfachste  Art,  und  wenn  man  die  Ergebnisse  prüft,  so 
kann  man  sich  wohl  die  Meinung  bilden,  dass  das  Streben  an  sich 
ein  aussichtsloses  sei.  Thatsächlich  trifft  dies  nicht  zu;  richtig  und 
in  vollem  Umfange  erfasst,  erscheint  die  Aufgabe  nicht  unlösbar. 
Sie  ist  allerdings  durch  Umstände,  welche  später*)  zur  Sprache 
kommen  sollen,  erschwert.  Aber  gerade  in  dieser  Hinsicht  erweist 
der  Gedanke  einer  rückwirkenden  Verwerthung  der  modernen  An- 
schauungen seine  Tragweite.  Das  ernste  Bemühen,  nach  scharf  aus- 
geprägtem Muster  eine  Umgestaltung  vorzunehmen  und  der  Ent- 
wickelung  einen  durchaus  reinen  Charakter  zu  geben,  macht  den 
Blick  gegen  die  störenden  Bestandteile  empfindlich  und  ruft  die 
zu  ihrer  Ausscheidung  nothwendige  Entschiedenheit  hervor.  Als' 
ein  solches  Muster  bewährt  sich  die   moderne  Geometrie.     Sie  ge- 


s)  In  §  6  und  §  12. 
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leitet    uns  bis  an   die  ersten    Anfänge  der  Geometrie  zurück, 
schärft    das   Gefühl    für    Alk  die    Reinheit   der   Bntwicke- 

.  mg  unterbricht,   und   lehrt  uns  jene   Beimischungen,  die  Quellen 
der  beklagten  Unklarheit,  entfernen. 

Eine  Darstellung  der  Geometrie  in  diesem  Sinne  darf  natürlich 
keinerlei  Kenntnisse  voraussetzen,  «reiche  erst  in  der  Geon 
erworben  zu  werden  pflegen,  sondern  nur  diejenigen,  welche  Jeder- 
mann zu  ihrem  Studium  mitbringen  ums-.  Ks  erfordert  einige 
Mühe  und  Wachsamkeit,  sich  beharrlich  Dinge  hinwegzndenken, 
mit  denen  man  vertraut  ist,  und  auf  einen  Standpunkt  zurü< 
gehen,  von  dem  man  sich  weit  entfernt  hat.  Diese  Mühe  ist  aber 
bei  der  Prüfung  der  folgenden  Darstellung  unerlasslich,  wenn  der 
Zweck  derselben  erreicht  werden  soll. 


Die  geometrischen  Begriffe  bilden  eine  besondere  Gruppe  inner- 
halb der  Begriffe,  welche  überhaupt  zur  Beschreibung  der  Am 
weit  dienen.  Wenn  ich  die  Farbe  eines  Gegenstandes  bezeichne, 
so  spreche  ich  von  einer  physikalischen  Eigenschaft;  wenn  ich  ihn 
würfelförmig  nenne,  so  bringe  ich  einen  geometrischen  Begriff  in 
Anwendung.  Man  kann  die  geometrischen  Begriffe  unter  Zuziehung 
von  Zahlenbegriffen  mit  einander  durch  eine  Reihe  von  Beziehun- 
gen verknüpfen,  in  welchen  keine  andern  Begriffe  vorkommen.  Die 
Abgrenzung  der  geometrischen  Begriffe  gegen  die  übrigen  soll  aber 
hier  nicht  versucht,  vielmehr  nur  der  Standpunkt  angegeben  wer- 
den, den  wir  im  Folgenden  streng  festzuhalten  beabsichtigen,  und 
wonach  wir  in  der  Geometrie  nichts  weiter  erblicken  als  einen 
Theil  der  Naturwissenschaft.  , 

An  einem  Körper,  den  man  „würfelförmig"  nennt,  lassen  sich 
Seitenflächen,  Kanten,  Ecken  u.  s.  w.  unterscheiden  und  in  gegen- 
seitige Beziehung  setzen.  Dagegen  bleibt  die  „Entfernung"  zweier 
Körper  ungenügend  bestimmt,  so  lange  man  an  einem  von  ihnen 
Theile  unterscheiden  kann,  ohne  die  Grenzen  zu  verlassen,  welche 
durch  die  Mittel  oder  durch  die  Zwecke  der  Beobachtung  gezogen 
werden.  Diese  Grenzen  ändern  sich  von  Fall  zu  Fall;  derselbe 
Körper,  der  bei  der  einen  Gelegenheit  nur  als  Ganzes  aufgefasst 
werden  darf,  erscheint  bei  einer  andern  hierzu  ungeeignet;  es  treten 
dann  seine  Theile  als  Glieder  eines  Systems  auf,  welches  in  geo- 
metrischer Hinsicht  untersucht  wird.  Allemal  aber  werden  die- 
jenigen Körper,  deren  Theilimg  sich  mit  den  Beobachtungsgrenzen 
nicht  verträgt,  Punkte  genannt;  während  das  Wort  „Körper"  in 
der  Geometrie  zu  einem  andern  Gebrauch  vorbehalten  bleibt. 


4  §  1.    Von  der  geraden  Linie. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  begrenzten  (einfachen)  Linie, 
auf  der  es  unmöglich  sein  muss,  unter  Innehaltung  der  der  Beob- 
achtung gesteckten  Grenzen  verschiedene  Wege  zwischen  denselben 
Punkten  zurückzulegen;  je  zwei  Theile  stossen  höchstens  in  einem 
Punkte  aneinander.  Die  geschlossene  (einfache)  Linie  setzt  sich 
aus  zwei  begrenzten  Linien  zusammen.  Theile  einer  Fläche  dürfen 
nur  in  Punkten  oder  Linien  aneinanderstossen.  Die  Anwendung 
dieser  Begriffe  bleibt  mit  einer  gewissen  Unsicherheit  verbunden, 
wie  dies  bei  fast  allen  Begriffen,  die  wir  zur  Auffassung  der  Er- 
scheinungen geschaffen  haben,  der  Fall  ist. 

- 

§  1.    Von  der  geraden  Linie. 

Wir  werden  uns  zunächst  mit  der  geraden  Linie  beschäftigen. 
Man  sagt:  durch  zwei  Punkte  kann  man  eine  gerade  Linie  ziehen. 
Die  Linie  kann  aber  verschieden  begrenzt  werden;  die  Unbestimmt- 
heit der  Begrenzung  hat  dahin  geführt,  dass  von  der  geraden  Linie 
gesagt  wird,  sie  sei  nicht  begrenzt,  sie  müsse  unbegrenzt,  in  un- 
endlicher Ausdehnung  „vorgestellt  werden".  Diese  Forderung  ent- 
spricht keinem  wahrnehmbaren  Object;  vielmehr  wird  unmittelbar 
aus  den  Wahrnehmungen  nur  die  wohlbegrenzte  gerade  Linie,  der 
gerade  Weg  zwischen  zwei  Punkten,  die  gerade  Strecke  auf- 
gefasst.     Den  letzten  Ausdruck  wollen  wir  festhalten  und  sprechen 

1)  von  einer  zwischen  zwei  Punkten  gezogenen  geraden  Strecke, 

2)  von  Punkten,  welche  innerhalb  einer  geraden  Strecke 
liegen. 

Alle  Wendungen,  welche  in  diesem  Paragraphen  vorkommen, 
lassen  sich  auf  die  beiden  angegebenen  zurückführen.  Wir  werden 
meist  „Strecke"  statt  „gerade  Strecke"  sagen.  Ist  eine  Strecke 
zwischen  den  Punkten  A  und  B  (oder  B  und  A)  gezogen,  so  wird 
auch  gesagt:  die  Strecke  verbindet  A  mit  B,  sie  geht  von  A  nach 
B,  sie  hat  die  Endpunkte  A  und  B,  sie  ist  durch  die  Punkte  A 
und  B  begrenzt.  Wenn  ein  Punkt  C  „Punkt  einer  Strecke"  ge- 
nannt oder  behauptet  wird,  C  gehört  der  Strecke  an,  die  Strecke 
geht  durch  C,  so  ist  gemeint,  dass  C  entweder  innerhalb  der  Strecke 
gelegen  oder  ein  Endpunkt  ist.  Ein  Punkt,  von  dem  dies  nicht 
gilt,  liegt  „ausserhalb  der  Strecke". 

Die  folgende  Betrachtung  soll  uns  mit  den  Eigenschaften  be- 
kannt machen,  welche  an  den  geraden  Strecken  und  ihren  Punkten 
bemerkt  werden.  Wir  sprechen  dieselben  in  Form  von  einzelnen 
Sätzen  aus.  Die  Sätze  werden  aber  in  verschiedener  Weise  ein- 
geführt.    Einige   von  ihnen    werden   bewiesen,   d.  h.  es  wird  ere- 
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zeigt,  wie  ihr  [nhali  beding!  ist  durch  andere  Sätze;   die  beim  Be« 

weise   benutzten  Sätze    müssen  jedesmal   rorangehen      Wii 

nun  die  Sätze,  »reiche   bewiesen   werden,  alt    Lehrsätze  (THeo* 

rerae)  den   andern  gegenüber,  die  wir  ;ils  Grund-" 

nen.    Die  Lehrsätze  werden  ans  den  Grundsätzen  dedncirt,   - 

Alles,    was   zur  Begründung   der  Lehrsätze  geh5rt,    ohne 

Ausnahme  sich  in  den  Grundsätzen  niedergelegt    finden 

muss. 

Die  primitivsten  Beobachtungen  über  die  geraden  Strecken  und 
ihre  Punkte  liefern  eine  Reihe  von  Beziehungen;  ein  Theil  der 
letzteren  bildet  den  Inhalt  der  Grundsätze  in  diesem  Paragraphen. 
Wie  auch  die  Punkte  A  und  B  angenommen  werden  (in  den  am 
Ende  dieses  Paragraphen  näher  zu  erörternden  Grenzen;,  immer 
kann  man  A  mit  B  durch  eine  gerade  Strecke  verbinden;  aber 
man    kann    dies    nicht    auf  mehrere   Arten    leisten.     Innerhalb   der 

. #_ #    Strecke  kann  ein  Punkt  C  angenommen  wer- 

Ä  C  B    den.     Man    kann    von  A   nach  C  eine   gerade 

Strecke  ziehen;  diese  geht  nicht  durch  B\  aber  mit  allen  ihren 
Punkten  fällt  sie  in  die  vorige  Strecke.  Wenn  mau  also  A  mit  C 
und  C  mit  B  verbindet,  so  begegnet  man  keinem  Punkte,  der  nicht 
schon  in  der  ersten  Strecke  anzutreffen  war;  aber  die  Punkte  der 
ersten  Strecke  werden  auch  ihrerseits  durch  jene  beiden  Strecken 
erschöpft.     Die  Grundsätze  1. — V.  geben  diese  Bemerkungen  wieder. 

I.  Grundsatz.  —  Zwischen  zwei  Punkten  kann  man  stete 
eine  gerade  Strecke  ziehen,  und  zwar  nur  eine. 

Demnach  reicht  die  Angabe  der  Endpunkte  zur  Bezeichnung 
der  Strecke  hin.  Die  Strecke  von  A  nach  B  wird  mit  AB  oder 
BA  bezeichnet. 

II.  Grundsatz.  —  Man  kann  stets  einen  Punkt  angeben,  der 
innerhalb  einer  gegebenen  geraden  Strecke  liegt. 

III.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke 
AB,  so  liegt  der  Punkt  A  ausserhalb  der  Strecke  BC. 

Ebenso  liegt  der  Punkt  B  ausserhalb  der  Strecke  AC 

IV.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke 
AB,  so  sind  alle  Punkte  der  Strecke  AC  zugleich  Punkte  der 
Strecke  AB. 

Oder:  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  der  Punkt 
D  innerhalb  der  Strecke  AC  oder  BC,  so  liegt  D  auch  innerhalb 
der  Strecke  AB. 

V.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  G  innerhalb  der  Strecke 
AB,  so  kann  ein  Punkt,  der  keiner  der  Strecken  AC  und  BC 
angehört,  nicht  zur  Strecke  AB  gehören. 
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Oder:  Liegen  die  Punkte  C  und  D  innerhalb  der  Strecke  AB, 
der  Punkt  B  ausserhalb  der  Strecke  AC ,  so  liegt  der  Punkt  D 
innerhalb  der  Strecke  BC. 

Wenn  wir  nun  den  Punkt  G  innerhalb  der  Strecke  AB  und 
den  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke  BC  annehmen,  so  zeigt  sich, 
dass  der  Punkt  G  innerhalb  der  Strecke  AD  liegt.  Diese  Bemer- 
kung drängt  sich  ebenso  unmittelbar  auf,  wie  die  vorhergehenden; 
allein  sie  lässt  sich  mit  ihnen  in  einen  Zusammenhang  bringen, 
dessen  Angabe  nicht  unterbleiben  darf.  So  kommt  es,  dass  die 
neue  Beziehung  nicht  als  Grundsatz,   sondern  als  Lehrsatz  auftritt. 

1.  Lehrsatz.  —  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB, 

# # # #   der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke  BC,    so 

AGB  B  liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke  AB. 

Beweis.  —  Da  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke  BC  ange- 
nommen wird,  so  liegt  C  ausserhalb  der  Strecke  BB  (III);  da  G 
innerhalb  der  Strecke  AB,  D  innerhalb  der  Strecke  BC,  so  liegt 
B  auch  innerhalb  der  Strecke  AB  (IV);  da  C  und  B  innerhalb 
der  Strecke  AB,  C  ausserhalb  der  Strecke  BD,  so  liegt  C  inner- 
halb der  Strecke  AB  (V). 

Die  Strecke  CB  heisst  ein  Theil  der  Strecke  AB,  wenn 
die  letztere  alle  Punkte  der  ersteren  enthält,  aber  nicht  bloss  diese 
(Definition  1). 

2.  Lehrsatz.  —  Sind  C  und  B  Punkte  der  Strecke  AB  und 
mindestens  einer  von  ihnen  innerhalb  derselben  gelegen,  so  ist  die 
Strecke  CB  ein  Theil  der  Strecke  AB. 

Beweis.  —  Es  liege  C  innerhalb  der  Strecke  AB.  Dann  ge- 
hört B  zu  einer  der  beiden  Strecken.  AC  oder  BC  (V),  etwa  zu 
-BC;  folglich  liegt  C  innerhalb  der  Strecke  AB  (1),  und  A  ist  kein 
Punkt  der  Strecke  CB  (III),  deren  sämmtliche  Punkte  zur  Strecke 
AB  gehören  (IV)  und  mithin  auch  zur  Strecke  AB  (YV),  d.  h.  die 
Strecken  CB  und  AB  stehen  in  der  durch  Def.  1  geforderten  Be- 
ziehung. 

Der  erste  Grundsatz  ist  schon  bei  der  Formulirung  der  übrigen 
benutzt  worden;  denn  ohne  ihn  konnte  nicht  von  „der"  Strecke 
AB,  von  „der"  Strecke  BC  u.  s.  w.  die  Rede  sein.  Einer  so  tri- 
vialen Aussage,  wie  sie  z.  B.  der  dritte  Grundsatz  enthält,  erst  eine 
besondere  Fassung  zu  geben,  wird  leicht  für  zwecklos  gehalten 
werden.  Aber  sie  ist  in  den  vorstehenden  Beweisen  in  Anwendung 
gebracht  worden,  und  wir  nehmen  uns  vor,  von  allen  Beweis- 
gründen ohne  Unterschied  Rechenschaft  abzulegen, 
auch  von  den  unscheinbarsten*). 

*)  Vgl.  §  12  Schluss. 
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Wenn   der  Punkt  5  innerhalb  der  6  I 

wird,  bo  setzen  die  Strecker  AB  and  BC  dii  u    / 

men,   und    man    kann    dann   sagen:    I)m    St  r«-*-l. •■    //(  Ver- 

längerung der  Strecke  .1//  Eiber  B  hinaus,   di<    :  I  B 

über  B  hinaus  bis  ('  verlängert.  Wie  auch  die  Punkte  A  md  7> 
angenommen   werden   (in    den    am  Ende   dieset   Paragraphen    näher 

zu  erörternden  Grenzen),  immer  kann  man  die  Strecke  -I  B 
hinaus  und  über  /!  hinaus  verlängern.  Verlängert  mau  nun  die 
Strecke  AB  erst  über  B  hinaus  bis  C,  dann  wieder  Eiber  B  hin- 
aus bis  D,  so  entstehen  die  Strecken  A  C  und  AI),  von  denen  die 
eine  mit  allen  ihren  Punkten  in  die  andere  fallt.  Wird  die  Strecke 
AB  erst  über  B  hinaus  bis  C,  dann  aber  über  A  hinaus  bis  E 
verlängert  und  C  mit  E  durch  eine  gerade  Strecke  verbunden,  so 
fällt  die  Strecke  AB  mit  allen  ihren  Punkten  in  die  Strecke  <  I 
Wir  erhalten  somit  drei  weitere  Grundsätze,  die  letzten ,  welche  in 
diesem  Paragraphen  noch  zu  geben  sind. 

VI.  Grundsatz.  —  Sind  A  und  B  beliebige  Punkte,  so  kann 
man  den  Punkt  C  so  wählen,  dass  B  innerhalb  der  Strecke  AC  liegt. 

VII.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecken 

# # . .    AC  und  AD,  so  liegt  entweder  der  Punkt  (' 

A  BGB  innerhalb  der  Strecke  AD  oder  der  Punkt  D 

innerhalb  der  Strecke  AC. 

VIII.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke 

# . . .   AC  und  der  Punkt  A  innerhalb  der  Strecke 

D     A  B  C   BD ,  und  sind  CD  durch  eme  gerade  Strecke 

verbunden,   so   liegt  der  Punkt  A  auch  innerhalb  der  Strecke  CD. 

Ebenso  liegt  dann  auch  der  Punkt  B  innerhalb  der  Strecke 
CD.— 

Drei  Punkte,  von  denen  einer  innerhalb  der  durch  die  beiden 
andern  begrenzten  geraden  Strecke  liegt,  mögen  eine  gerade 
Reihe  heissen  (Definition  2). 

3.  Lehrsatz.  —  Bilden  die  Punkte  ABC  und  ABD  gerade 
Reihen,  so  gilt  dies  auch  von  den  Punkten  ACD  und  BCD. 

Beweis.  —  Der  Voraussetzung  zufolge  liegt  (Def.  -)  entweder 
A  innerhalb  der  Strecke  BC  oder  B  innerhalb  AC  oder  C  inner- 
halb AB\  zugleich  liegt  (Def.  2)  entweder  A  innerhalb  BD  oder 
B  innerhalb  AD  oder  D  innerhalb  AB.     Liegen  C  und  D  inner- 

# m # .   halb  AB,    so   liegt  (V)   entweder  D   inner- 

A  CD  B  halb  BC  und  (1)  C  innerhalb  AD,    oder  D 

innerhalb  AC  und  (1)  C  innerhalb  BD.  Liegt  C  innerhalb  und  D 
ausserhalb  AB,   so   können   wir  für   die   Punkte  A  und  B  die  Be- 
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Zeichnung   derart  wählen,   dass  die   Strecke  AD  durch  B  geht;  es 

# # . .   geht  dann    (IV)  AD  auch  durch  C  und  (1) 

A  OB  B  CD  durch   B.     Liegt  G  ausserhalb  AB,  so 

bezeichnen   wir   die  Punkte  A  und  B  derart,   dass   die  Strecke  AG 

# # # #  durch  B  geht.     Entweder  liegt  jetzt  A  inner- 

D       A       B  C  halb  BD,  mithin  (VIII)  A  und  B  innerhalb 

# # #_ #   CD;    oder  I?    innerhalb    J.D,    mithin  (VII) 

i  B     C  B  entweder    C    innerhalb    AD    und    (1)    BD, 

oder  _D  innerhalb  AG  und    (1)  5(7;   oder  D  innerhalb  AB,  mit- 

# # ,        '        ,   hin  (IV)  D  innerhalb  AG  und  (1)  B  inner- 

A       B       B  C  halb  CD.    Demnach  bilden  AGD  und  BGD 

in  allen  Fällen  gerade  Reihen  (Def.  2). 

Bei  der  hier  in  Betreff  der  Punkte  ABG  gemachten  Annahme 
wird  der  über  die  Punkte  A  und  B  führende  gerade  Weg,  gehörig 
ausgedehnt,  den  Punkt  G  überschreiten.  Man  sagt  deshalb  (Defi- 
nition 3):  G  liegt  in  der  geraden  Linie  der  Punkte  A  und 
B,  kürzer:  in  der  geraden  Linie  AB  oder  in  der  Geraden  AB 
(oder  BÄ).  Gleichbedeutend  ist:  Die  Gerade  AB  geht  durch  C, 
ist  durch  C  gelegt,  C  ist  ein  Punkt  der  Geraden  AB,  u.  s.  w.  Die 
Aussagen:  A  liegt  in  der  Geraden  BC,  B  liegt  in  der  Geraden 
AG,  C  liegt  in  der  Geraden  AB,  haben  einerlei  Sinn.  Wie  auch 
die  Punkte  C  und  D  angenommen  werden,  immer  existirt  eine 
Gerade,    welche    durch    sie  hindurchgeht;    denn    nimmt  man   etwa 

. . e #   (I,  II)    A    innerhalb    der    Strecke    GD    und 

G  B     A t      ^     B  (lt  II)  B  innerhalb  der  Strecke  AG,  so  sind 

(Def.  2)  ABC  und  (1)  ABD  gerade  Reihen,  d.  h.  (Def.  3)  die 
Gerade  AB  geht  durch   C  und  D;   ebenso   wenn  man  (VI)  A  und 

# # # #   B  so   nimmt,   dass   C  innerhalb   der  Strecke 

A  C     B  B  AD  und  D  innerhalb  der  Strecke  AB  (IV). 

Daher  gilt  der 

4.  Lehrsatz.  —  Durch  zwei  beliebige  Punkte  kann  man  stets 
eine  gerade  Linie  legen. 

Es  sei  A'  ein  Punkt  der  Geraden  AB  (also  A  ein  Punkt  der 
Geraden  Ä B).  Wenn  C  ebenfalls  einen  Punkt  der  Geraden  AB 
bedeutet,  so  ist  C  entweder  von  A'  verschieden  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  sind  (Def.  3)  ABC  und  AB A'  gerade  Reihen,  folg- 
lich (3)  auch  BGA,  d.  h.  C  in  der  Geraden  AB  (Def.  3).  Trifft 
man  nun  die  Bestimmung,  dass  auch  A  und  B  Punkte  der  Geraden 
AB  genannt  werden,  also  A'  ein  Punkt  der  Geraden  AB,  so  ge- 
hört auch  im  zweiten  Falle  C  zur  Geraden  AB.  (Im  ersten  Falle 
ist  dann  nachträglich  noch  die  Möglichkeit  des  Zusammenfallens 
von  G  mit  A  oder  B  zu  berücksichtigen,  welche  am  Resultat  nichts 
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ändert;    A'  jedoch    Mtzen    wir   von    .  I    und    /.' 
Hiernach  liegen  alle  Punkte  der  Gereden  AB  in  derGereden  .1  B 
ebenso  alle  Punkte   der  Geraden    A'B   in   der  Gereden     l/»':    die 
Aussage  „C  liegt  in  der  Gereden     I  /'"    ill    mit  | 

liegt  in  der  Geraden    A'BU  identisch,    und  man  iher:   l'. 

Geraden  AB  und  A'B  lallen  mit  einander  ensammen.    Nimmt  man 
jetzt  zwei  Punktet'  und  /»''  in  der  Geraden  A  B  beliebig,  bo  fallen 
die  Geraden  All  und  A'B  mit  einander  zusammen,    und  >■■!.. 
lieh  auch  die  Geraden  AB  und  CJ),  wenn   beide  durch  A  und   /; 
gelegt  sind.     Dies  ist  in  folgendem  »Satze  ausgesprochen. 

5.  Lehrsatz.  —  Jede  Gerade  ist  durch  zwei  beliebige  von 
ihren  Punkten  bestimmt,  d.  h.:  Alle  Geraden,  welche  zwei  Punkte 
gemein  haben,  fallen  mit  einander  zusammen. 

Häufig  wird  zur  Bezeichnung  einer  Geraden  statt  der  Neben- 
einanderstellung  zweier  Punkte  ein    besonderer  Buchstabe   benutzt. 

Sind  A  und  B  Punkte  der  Geraden  </. 
so  bedeutet  g  die  Gerade  AB  (5);  mau 
sagt:  Die  Gerade  g  verbindet  A  mit  Jl. 
Alle  Punkte  der  Strecke  AB  gehören 
zur  Geraden  g  (Def.  3);  man  nennt  diese 
Strecke  eine  Strecke  der  Geraden  g.  In 
den  Figuren  wird  die  Gerade  durch  eine 
ihrer  Strecken  repräsentirt. 
Wenn  zwei  Geraden  g  und  h  einen  Punkt  A  gemein  haben, 
so  haben  sie  ausserdem  keinen  Punkt  gemein  (5).  Man  sagt:  Die 
Geraden  g  und  h  treffen  (schneiden)  sich  im  Punkte  A\  diesen 
nennt  man  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  und 
bezeichnet  ihn  mit  gh. 

Wir  ziehen  zunächst  nur  eine  einzige  Gerade  in  Betracht.  Sind 
A,  B,  C  Punkte  einer  Geraden  g,  also  C  in  der  Geraden  AB  ge- 
legen (5),  so  bilden  (Def.  3)  die  drei  Punkte  eine  gerade  Reihe, 
d.  h.  (Def.  2)  es  liegt  entweder  A  innerhalb  der  Strecke  BC,  oder 
B  innerhalb   der   Strecke  AC,  oder   C  innerhalb   der  Strecke  J  />'. 

__# # #_  Liegt  etwa  C  innerhalb   der  Strecke  AB 

9  AGB  so   sagt  man:    Der  Punkt  C  liegt  in  der 

Geraden  g  zwischen  A  und  B,  A  und  C  auf  derselben 
Seite  von  B,  B  und  C  auf  derselben  Seite  von  A,  A  und  B  auf 
verschiedenen  Seiten  von  ü.  Aber  A  liegt  alsdann  nicht 
zwischen  B  und  C,  ebenso  B  nicht  zwischen  A  und  C  (II).  Da- 
her der 

6.  Lehrsatz.  —  Liegen  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie, 
so  liegt  einer  von  ihnen  zwischen  den  beiden  andern.  —  Und: 
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7.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C  in  einer  geraden 
Linie,  C  zwischen  A  und  B,  so  liegt  weder  A  zwischen  B  und  C, 
noch  B  zwischen  A  und  C. 

Wenn  wir  an  Stelle  der  ursprünglich  eingeführten  Begriffe  die 
neuen  setzen:  1)  Punkt  in  einer  geraden  Linie,  2)  Punkt  zwischen 
zwei  Punkten  (in  der  Geraden),  so  werden  alle  Sätze  neu  formu- 
lirt.  Wir  gehen  zuerst  die  Grundsätze  L— VI.  durch  und  bringen 
ihren  Inhalt,  soweit  er  nicht  schon  in  die  Lehrsätze  4. — 7.  über- 
gegangen ist,  durch  folgende  vier  Sätze  zum  Ausdruck: 

8.  Lehrsatz.  —  Sind  in  einer  Geraden  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  so  kann  man  in  ihr  stets  C  so  wählen,  dass  G  zwischen 
A  und  B  liegt. 

9.  Lehrsatz.  —  Sind  in  einer  Geraden  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  so  kann  man  in  ihr  stets  C.  so  wählen,  dass  A  zwischen 
B  und  C  liegt. 

10.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C,  B  in  einer 
Geraden,  C  zwischen  A  und  B,  D  zwischen  A  und  (7,  so  liegt  B 
auch  zwischen  A  und  B. 

11.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C,  B  in  einer 
Geraden,  C  und  B  zwischen  A  und  B,  aber  B  nicht  zwischen  A 
und  C,  so  liegt  D  zwischen  B  und  C. 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  durch  einen  einzigen  er- 
setzen, der  durch  Benutzung  von  6.  10.  11.  zu  Stande  kommt.  Es 
seien  nämlich  A,  B,  C,  B  Punkte  einer  Geraden,  D  zwischen  A 
und  B  gelegen;  dann  liegt  (6)  entweder  C  zwischen  A  und  B,  so 
dass  der  11.  Lehrsatz  zur  Anwendung  kommt,  oder"  A  zwischen  B 
und  C  und  mithin  (10)  B  zwischen  B  und  C,  oder  B  zwischen  A 
und  C  und  mithin  (10)  D  zwischen  A  und  C,  d.  h. : 

12.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C}  D  in  einer 
Geraden,  B  zwischen  A  und  B,  so  liegt  B  entweder  zwischen  A 
und  C  oder  zwischen  B  und  C. 

Hierin  ist  in  der  That  der  11.  Satz  unmittelbar  enthalten;  der 
10.  ergiebt  sich  aus  7.  und  12.  folgendermassen.  Es  seien  A,  JB,  O,  B 
Punkte  einer  Geraden,  welche  die  im  10.  Lehrsatze  gemachten  Vor- 
aussetzungen erfüllen.  Da  C  zwischen  A  und  JE>,  so  ist  (12)  C 
zwischen  A  und  B  oder  zwischen  B  und  D;  da  D  zwischen  A  und 
Ct  so  ist  (12)  B  zwischen  A  und  B  oder  zwischen  B  und  C.  Nun 
ist  (7)  C  nicht  zwischen  A  und  B,  also  C  zwischen  B  und  B,  mit- 
hin (7)  B  nicht  zwischen  B  und  C,  sondern  B  zwischen  A  und  B. 

Aus  7.  10.  11.,  also  auch  aus  7.  12.,  kann  man,  dem  1.  Lehr- 
satze entsprechend,  den  folgenden  beweisen: 

13.  Lehrsatz.  —    Liegen    die    Punkte    A,  B,  C,  B    in    einer 
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Geraden,  C  zwischen  A  und  />',  D  zwischen  B  und  C7,  so  lieg!  0 

/wischen    /l    und    />. 

Dem  siebenten  Grundsatze  entepricht: 

14.  Lehrsatz.  —  Liegen  A,  Jl,  C,  B  in  geradei  Linie,  B 
zwischen -4  und  0,  zugleich  />'  zwischen  J  and  2),  so  lieg!  .1  Hiebt 

zwischen  C  und  D. 

Diesen  kann  man  aber  aus  7.  und  12.  herleiten,  mit  Benutzung 
von  13.    "Läge   nämlich   unter   jenen   Voraussetzungen    A    zwi- 
C  und  1),   so   läge   (13)  A    zwischen   B   und   D,   während   doch    V> 
zwischen  A  und  D  liegen  soll  (7). 

Nach  (6)  liegt  entweder  C  zwischen  A  und  D  und  mithin  (13) 
zwischen  B  und  D,  oder  JJ  zwischen  A  und  C  und  mithin  (13) 
zwischen  B  und  C,  jedenfalls  (7)  B  nicht  zwischen  C  und  Z>,  d.  h.: 

15.  Lehrsatz.  —  Liegen  A,  B,  C,  D  in  gerader  Linie,  B 
zwischen  yl  und  C,  zugleich  B  zwischen  A.  und  D,  so  liegt  B  nicht 
zwischen  (7  und  D. 

Man  braucht  nur  I?  mit  D  zu  vertauschen,  um  hierin  eine 
Ergänzung  des  zwölften  Lehrsatzes  zu  erkennen,  nach  welcher  die 
beiden  in  ihm  ausgesprochenen  Möglichkeiten  sich  gegenseitig  aus- 
schliessen.    Diese  Ergänzung  hat  sich  aber  als  eine  Folge  der  Sätze 

6.  7.  12.  erwiesen. 

Dem  achten  Grundsätze  endlich  entspricht: 
„   16.  Lehrsatz.  —  Liegen  A7  B,  C,  D   in   gerader  Linie,   A 
zwischen  B  und  C,  B  zwischen  A  und  D,   so  liegt  A  zwischen  C 
und  B. 

Diesen  kann  man  ebenfalls  aus  6.  7.  12.  herleiten.  Denn  läge 
(6)  C  zwischen  A  und  D,  so  läge  (7  und  11)  C  zwischen  B  und 
D,  folglich  B  zwischen  A  und  C  (13);  wäre  D  zwischen  A  und  C, 
so  wäre  auch  B  zwischen  A  und  C  (10).    Beides  ist  unmöglich  (7). 

Während  zur  Bestimmung  einer  Strecke  die  beiden  Endpunkte 
erforderlich  sind,  dürfen  zur  Bestimmung  der  Geraden  zwei  belie- 
bige von  ihren  Punkten  genommen  werden.  Dieser  Umstand  hat 
zur  Folge,  dass  für  den  Grundsatz  I.  die  Lehrsätze  4.  5.  6.  eintreten, 
für  die  Grundsätze  TV.  V.  VII.  VIII.  dagegen  nur  der  eine  Lehr- 
satz 12.;   die   Grundsätze  II.  III.  VI.   haben   resp.   die   Lehrsätze  8. 

7.  9.  geliefert.  Aus  den  Sätzen  4. — 9.  und  12.,  oder  aus  4. —  IL, 
können  dieselben  Folgerungen  gezogen  werden,  welche  mau  an  die 
Grundsätze  zu  knüpfen  vermag.  Von  Interesse  sind  hier  nur  die 
beiden  folgenden  Sätze. 

17.  Lehrsatz.  —  Hat  man  in  einer  Geraden  eine  beliebige 
(endliche)  Menge  von  Punkten,  so  kann  man  zwei  Punkte  heraus- 
heben, zwischen  denen  alle  übrigen  liegen. 
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Beweis.  —  Hebt  man  die  Punkte  A}  B  beliebig  heraus,  so 
werden  im  Allgemeinen  die  übrigen  Punkte  theils  zwischen  A  und 
B  liegen,  theils  nicht.  Zur  letzteren  Gattung  mag  etwa  C  gehören, 
und  zwar  mag  B  zwischen  A  und  C  liegen  (6).  Dann  befinden 
sich  (10)  die  zwischen  A  und  B  gelegenen  Punkte  auch  zwischen 
A  und  C,  und  überdies  der  Punkt  B,  vielleicht  noch  andere  von  den 
gegebenen  Punkten.  Wenn  ein  Theil  derselben  nicht  zwischen  A 
und  C  liegt,  so  wird  A  oder  C  durch  einen  neuen  Punkt  ersetzt. 
U.  s.  w. 

18.  Lehrsatz.  —  Hat  man  in  einer  Geraden  eine  beliebige 
Menge  von  Punkten,  so  kann  man  in  ihr  zwei  Punkte  so  angeben, 
dass  zwischen  ihnen  alle  gegebenen  liegen. 

Beweis.  —  Unter  den  gegebenen  Punkten  kann  man  (17)  zwei 
herausheben,  zwischen  denen  alle  übrigen  liegen,  etwa  E  und  F. 
Man  wähle  jetzt  (9)  in  der  gegebenen  Geraden  den  Punkt  M  so, 
dass  E  zwischen  F  und  M  liegt,  und  dann  (9)  den  Punkt  N  so, 
dass  F  zwischen  M  und  N  liegt.  Nach  (10)  befinden  sich  alle 
zwischen  E  und  F  gelegenen  Punkte  auch  zwischen  M  und  F, 
mithin  auch  (10)  zwischen  M  und  N.  Dasselbe  gilt  von  E  (10) 
und  F,  also  von  allen  gegebenen  Punkten. 

Die  Lehrsätze  4.  5.  drücken  die  Eigenthümlichkeit  der  geraden 
Linie  aus.  Die  Sätze  6. — 11.  dagegen  passen  auf  jede  begrenzte 
(sich  selbst  nirgends  schneidende  oder  berührende)  Linie.  Wejin 
man  innerhalb  einer  solchen  drei  Punkte  A,  B,  C  annimmt,  so 
liegt  einer  von  ihnen  zwischen  den  beiden  andern ;  liegt  C  zwischen 
A  und  B}  so  liegt  A  nicht  zwischen  B  und  C,  u.  s.  w.  Es  werden 
also  sämmtliche  Sätze  passen,  welche  aus  6. — 11.  allein  entspringen. 
Wenn  man  dagegen  drei  Punkte  A,  B,  C  auf  einer  geschlos- 
senen (sich  selbst  nirgends  schneidenden  oder  berührenden)  Linie 
wählt,  so  hat  es  keinen  Sinn  zu  sagen,  etwa  dass  C  zwischen  A 
und  B  liege,  weil  von  A  nach  B  auf  jener  Linie  zwei  Wege  führen, 
von  denen  einer  über  C  geht,  der  andere  nicht.  Indess  lässt  sich 
doch  ein  ähnlicher  Begriff  erzeugen.     Ich  nehme   in  der  gegebenen 

Linie  einen  beliebigen  Punkt  E  und  be- 
stimme, dass  nur  solche  Wege  zugelassen 
werden,  welche  den  Punkt  E  ausschliessen. 
Dann  giebt  es  von  A  nach  B  nur  noch 
einen  Weg;  führt  dieser  über  C,  so  liegt 
C  zwischen  A  und  B  unter  Beachtung 
der  getroffenen  Bestimmung,  und  ich 
sage:  bei  ausgeschlossenem!? 
liegt   C  zwischen  A  und  B  (oder  B 
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und  A).     Den  Punkl   B  will   ich  dabei   all  pnnkt"   be- 

zeichnen. 

Mit.  dem  neuen  Begriffe  kann  man  operiren,   wie  mit  dem 
die  begrenzte   Linie   bezüglichen,    und   ee   gelten    wieder  die  - 
6.— 11.,   wenn   E  eingeführt  und  der  Zusatz  „bei 
Eu  oder  „für  (Ion  Grenzpunkl    Eu  überall  angebracht  wird.     Det 
neue  Begriff  bezieht  Bich   auf  rier  Punkte  A.  E\  <  .  E  in 
schlossenen  Linie.    Er  ist  anzuwenden,  wenn  von  den  Wegen,  weh  he 
von  A   nach  B   geben,   der  eine   über  C  führt   und    nicht  zugleich 
über  E\  dann  führt  aber  der  andere  Weg  über  E  und  nicht  zugleich 
über    (',   d.   b.   für   den  Grenzpunkt  C  liegt   E   /wischen    A    und    //. 
Die  Punkte  C  und  E  können   daher   ihre  Rollen  vertauschen ,    und 
da   man  von  A   nach  B  nicht  gelangen   kann,  ohne  einem  von  ihnen 
zu  begegnen,  so  sagt  man:   A  und  B  werden   durch  C  und  E 
(oder  E  und  C)  getrennt. 

Indem   wir  jetzt   die   Sätze   6. — 11.   auf  die   geschlossene  Linie 
übertragen,  entstehen  die  nachstehend  unter  b  —  f  aufgeführten  8 
denen   wir  einen  nur  für  die   geschlossene   Linie   gültigen    voraus- 
schicken, nämlich 

a)  Liegt  C  zwischen  A  und  B  bei  ausgeschlossenem  E,  so 
liegt  E  zwischen  A  und  B  bei  ausgeschlossenem  C. 

Hier,  wie  in  den  folgenden  Sätzen,  ist  nur  von  Punkten  einer 
und  derselben  geschlossenen  Linie  und  von  ihrer  Lage  in  dieser 
Linie  die  Rede. 

b)  Bei  ausgeschlossenem  E  liegt  entweder  A  zwischen  B  und 
C,  oder  B  zwischen  A  und  C,  oder  C  zwischen  A  und  B,  und  zwar 
schliesst  jede  dieser  Lagen  die  beiden  andern  aus. 

c)  Liegt  für  den  Grenzpunkt  E  der  Punkt  C  zwischen  A  und 
J5,  der  Punkt  D  zwischen  A  und  C,  so  liegt  D  auch  zwischen  A 
und  B  für  den  Grenzpunkt  E. 

d)  Liegen  für  den  Grenzpunkt  E  die  Punkte  C  und  D  zwischen 
A  und  B,  so  liegt  für  denselben  Grenzpunkt  der  Punkt  D  entweder 
zwischen  A  und  C  oder  zwischen  B  und  C. 

e)  Wenn  drei  Punkte  A,  B,  E  gegeben  sind,  so  kann  mau  C 
so  wählen,  dass  C  zwischen  A  und  B  für  den  Grenzpuukt  E. 

f)  Wenn  drei  Punkte  A,  B,  E  gegeben  sind,  so  kann  man  J) 
so  wählen,  dass  B  zwischen  A  und  D  für  den  Grenzpunkt   E. 

Jetzt  ist  aber  der  letzte  Satz  von  vorhergehenden  abhangig; 
er  kann  aus  a,  b,  e  hergeleitet  werden.  Zuerst  nämlich  zieht  mau 
aus  a  und  b  eine  Folgerung. 

g)  Werden  AB  durch  CE  getrennt,  so  werden  auch  CE  durch 
AB  getrennt. 
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Beweis.  —  Der  Voraussetzung  zufolge  liegt  C  zwischen  A  und 
B  für  den  Grenzpunkt  E  und  (a)  JE  zwischen  A  und  B  für  den 
Grenzpunkt  C.  Nach  (b)  werden  also  BC  durch  AE  nicht  ge- 
trennt, ebensowenig  BE  durch  AC.  Folglich  (a)  liegt  E  nicht 
zwischen  B  und  C,  C  nicht  zwischen  B  und  E  bei  ausgeschlosse- 
nem A.  Es  bleibt  daher  (b)  nur  die  Möglichkeit  übrig,  dass  B 
zwischen  C  und  E  bei  ausgeschlossenem  A,  d.  h.  dass  CE  durch 
BA  (oder  AB)  getrennt  werden.  —  Die  Beobachtung  lehrt  in  der 
That,  dass  dies  stattfindet,  sobald  AB  durch  CE  getrennt  sind; 
aber  die  Benutzung  der  Sätze  a  und  b  führt  zu  demselben  Ergebniss. 

Wenn  nun  E,  B,  A  gegeben  sind,  kann  ich  B  so  wählen  (e), 
dass  D  zwischen  B  und  E  bei  ausgeschlossenem  A,  d.h.  BE  durch 
BA  getrennt,  also  DA  durch  BE  (g)7  d.  h.  B  zwischen  A  und  B 
bei  ausgeschlossenem  E. 

Aus  den  Sätzen  6.  7.  10.  11.  wurden  12. — 17.  gefolgert.  Mit 
den  Sätzen  b,  c,  d  kann  man  ganz  analog  verfahren;  von  den  Er- 
gebnissen sollen  nur  die  beiden  angeführt  werden,  welche  den  Num- 
mern 12.  und  15.  entsprechen. 

h)  Liegt  D  für  den  Grenzpunkt  E  zwischen  A  und  B,  aber 
nicht  zwischen  B  und  C,  so  liegt  B  für  denselben  Grenzpunkt 
zwischen  A  und  C. 

i)  Liegt  D  für  den  Grenzpunkt  E  zwischen  A  und  B,  zugleich 
zwischen  A  und  C,  so  liegt  B  für  denselben  Grenzpunkt  nicht  zwi- 
schen B  und  C. 

Unter  Berücksichtigung  von  (g)  schliesst  man  jetzt:  Werden 
BE  durch  AB  getrennt,  durch  BC  aber  nicht,  so  werden  BE 
durch  AC  getrennt;  werden  BE  durch  AB  und  durch  AC  ge- 
trennt, so  werden  BE  durch  BC  nicht  getrennt;  sind  BE  weder 
durch  AC  noch  durch  BC  getrennt,  so  sind  sie  auch  nicht  durch 
AB  getrennt;  d.  h.: 

k)  Sind  AB  durch  eines  der  Paare  CE  und  BE  getrennt, 
durch  das  andere  aber  nicht,  so  sind  AB  durch  CB  getrennt.    Und: 

1)  Sind  AB  durch  die  Paare  CE  und  BE  getrennt,  oder  durch 
beide  nicht  getrennt,  so  sind  AB  auch  durch  CB  nicht  getrennt. 
Oder:  Sind  AB  durch  CB  getrennt,  so  sind  AB  durch  eines  der 
Paare  CE  und  DE  getrennt,  durch  das  andere  aber  nicht. 

Die  Sätze  a— e  können  wir  als  Grundsätze  bezeichnen;  aus 
ihnen  wurden  die  Sätze  f— 1  hergeleitet.  Wie  10.  und  11.  aus  7. 
und  12.,  so  folgen  c  und  d  aus  b  und  h,  oder  auch  aus  a,  b  und 
k,  da  h  eine  Folge  von  g  und  k,  g  eine  Folge  von  a  und  b  ist. 
Mit  Hülfe  der  Sätze  a,  b,  e,  k  und  zwar  ausschliesslich  mit  deren 
Hülfe  lassen  sich  demnach  alle  übrigen  Sätze  der  Gruppe  a— 1  beweisen. 
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Unter  Annahme  eines  festen  Punkte»  /■. '  i-t  «.•-  gelungen,  an  «Nt 
geschlossenen  Linie  die  Beobachtungen,  «reiche  sich  an  der  be- 
grenzten Linie  dargeboten  hatten,  zu  wiederholen;  die  geechlo 
Linie  wurde  durch  Ausschluss  des  Punktes  /'.'  mit  der  begrenzten 
in  rollständige  Analogie  gebracht.  Es  läset  rieh  aber  auch 
kehrt  der  Begriff  getrennter  Paare  auf  die  begrenzte  Linie  über- 
tragen; in  welcher  Weise  dies  zu  geschehen  hat,  lehren  die  Sätze 
k  und  1.  Indem  wir  uns  auf  die  gerade  Linie  beschränken,  geben 
wir  jetzt  folgende  Definition.  Liegt  in  einer  geraden  Linie  ron 
den  Punkten  C,  D  der  eine  zwischen  A  und  B,  der  andere  aber 
nicht,  so  sagen  wir  (Definition  4):  Die  Punkte  AB  werden 
durch  CD  getrennt,  oder:  bei  ausgeschlossenem  D  (für  den 
Grenzpunkt  D)  liegt  C  zwischen  A  und  B.  Die  Yertauschbar- 
keit  von  A  mit  B,  von  C  mit  D  ist  in  der  Definition  selbst  be- 
gründet. Es  gilt  daher  in  der  geraden  Linie  der  Satz  a,  und  es 
soll  gezeigt  werden,  dass  auch  die  Sätze  b,  e,  k  ihre  Gültigkeit  be- 
halten. Dass  die  Sätze  a — 1  sämmtlich  fortbestehen,  bedarf  alsdann 
keines  Beweises. 

y  i  19.  Lehrsatz.  —  Sind  A,  B,  C,  E  Punkte  in  einer  Geraden, 
so  werden  entweder  BC  durch  AJE  getrennt,  oder  CA  durch  BE, 
oder  AB  durch  CE,  und  zwar  schliesst  jede  dieser  Lagen  die  bei- 
den andern  aus. 

Beweis.  —  Die  Punkte  A,  B}  C  können  derart  bezeichnet  wer- 
den, dass  A  zwischen  B  und  C  liegt  (6).  Nun  befindet  sich  ent- 
weder B  zwischen  C  und  E,  oder  C  zwischen  B  und  E,  oder  E 
zwischen  B  und  C  (6).  Im  ersten  Falle  liegt  B  zwischen  C  und 
E,  A  zwischen  B  und  0,  folglich  A  zwischen  C  und  E  (10),  B 
zwischen  A  und  E  (13);  folglich  werden  (Satz  7.  und  Def.  4)  BC 
durch  AE  getrennt,  aber  CA  nicht  durch  BE,  AB  nicht  durch  CE. 
Der  zweite  Fall  entsteht  durch  Vertauschung  von  B  und  C  und 
führt  daher  zu  demselben  Ergebniss.  Im  dritten  Falle  liegen  A 
und  E  zwischen  B  und  C,  folglich  A  entweder  zwischen  B  und  E 
oder  zwischen  C  und  E  (11).  Liegt  A  zwischen  B  und  E,  mithin 
E  zwischen  A  und  C  (13),  so  werden  (Satz  7.  und  Def.  4)  AC 
durch  BE  getrennt,  aber  BC  nicht  durch  AE,  AB  nicht  durch 
CE.  Liegt  A  zwischen  C  und  E,  so  werden  AB  durch  CE  ge- 
trennt, aber  BC  nicht  durch  A E,  AC  nicht  durch  BE  (Sätze  7. 
13.  und  Def.  4). 

20.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  E  in  einer  geraden 
Linie,  so  kann  man  in  ihr  C  so  wählen,  dass  AB  durch  CE  ge- 
trennt werden. 

Beweis.  —  Liegt  E  nicht  zwischen  A   und  B,  so  wähle   man 
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C  zwischen  A  und  B  (8).  Liegt  E  zwischen  A  und  B,  so  wähle 
man  C  so,  dass  B  zwischen  A  und  C  oder  A  zwischen  B  und  0 
(9),  also  C  nicht  zwischen  A  und  5  (7).  Beidemal  werden  AB 
durch  C.E  getrennt  (Def.  4). 

21.  Lehrsatz.  —  Sind  in  einer  Geraden  die  Punkte  AB  durch 
eines  der  Paare  GE  und  DE  getrennt,  durch  das  andere  aber 
nicht,  so  sind  AB  durch  CD  getrennt. 

Beweis.  —  Es  seien  AB  etwa  durch  GE  getrennt,  durch  DE 
nicht  getrennt.  Liegt  nun  G  zwischen  A  und  B,  also  (Def.  4)  E 
nicht,  so  ist  (Def.  4)  auch  D  nicht  zwischen  A  und  B  gelegen. 
Liegt  aber  C  nicht  zwischen  A  und  B,  so  befindet  sich  (Def.  4)  E 
zwischen  diesen  beiden  Punkten,  mithin  (Def.  4)  auch  D.  Beide- 
mal werden  AB  durch  CD  getrennt  (Def.  4). 

Hiermit  ist  die  Uebertragung  der  Sätze  a,  b,  e,  k  in  solche, 
welche  sich  auf  Punkte  in  einer  geraden  Linie  beziehen,  ausgeführt. 
An  die  drei  erhaltenen  Sätze  schliessen  sich  ohne  Weiteres  die 
Folgerungen  an,  welche  den  übrigen  Sätzen  der  vorigen  Gruppe 
entsprechen.    Die  Sätze  g  und  1  gehen  in  die  beiden  folgenden  über : 

22.  Lehrsatz  (Umkehrung  des  vorigen).  —  Sind  A,  B,  0, 
D,  E  Punkte  in  einer  Geraden  und  werden  AB  durch  CD  ge- 
trennt, so  werden  AB  durch  eines  der  Paare  GE  und  DE  ge- 
trennt, durch  das  andere  aber  nicht. 

23.  Lehrsatz.  —  Werden  in  einer  Geraden  die  Punkte  AB 
durch  CE  getrennt,  so  werden  auch  GE  durch  AB  getrennt. 

Durch  diese  Ergebnisse  wird  es  möglich,  die  gerade  Linie  ähn- 
lich wie  eine  geschlossene  zu  behandeln.   — 

Im  Laufe  der  Entwickelung  traten  zu  den  ursprünglich  einge- 
führten geometrischen  Begriffen  neue  hinzu,  welche  jedoch  auf  jene 
zurückzuführen  sind.  Wir  wollen  dieselben  abgeleitete  Begriffe 
nennen,  die  anderen  Grundbegriffe.  Die  abgeleiteten  Begriffe 
wurden  definirt,  wobei  allemal  die  vorhergehenden  benutzt  wur- 
den, keine  anderen;  und  so  oft  ein  abgeleiteter  Begriff  zur  Anwen- 
dung kam,  wurde  unmittelbar  oder  mittelbar  auf  seine  Definition 
Bezug  genommen-,  ohne  eine  solche  Berufung  war  die  betreffende 
Beweisführung  nicht  möglich.  Die  Grundbegriffe  sind  nicht 
definirt  worden;  keine  Erklärung  ist  im  Stande,  dasjenige  Mittel 
zu  ersetzen,  welches  allein  das  Verständniss  jener  einfachen,  auf 
andere  nicht  zurückführbaren  Begriffe  erschliesst,  nämlich  den  Hin- 
weis auf  geeignete  Naturobjecte.  Wenn  Euklid  sagt:  „Ein  Punkt 
ist,  was  keine  Theile  hat;  eine  Linie  ist  Länge  ohne  Breite;  eine 
gerade  Linie  (Strecke)  ist  diejenige,  welche  den  auf  ihr  befindlichen 
Punkten  gleichförmig  liegt",  so  erklärt  er  die  angeführten  Begriffe 
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durch   Eigenschaften,  welche   «rieh   zu   keiner  VerwerÜw 
und  welche  auch  von    ihm  bei  der  weiteren   Bntwickelung  oirg« 
verwerthet  werden.     In    der  Thai    stützt    sich   keine  ein  (He 

auf  eine  jener  Aussagen,  durch  welche  der  Leser,  der  aui  den 
„Kiementen"   ohne   eine  bereite  vorher   durch    wiederholt«  h- 

tungen    ausgebildete    Vorstellung    von    den    geometrisch«  ,d- 

begriffen  überhaupt  nichts  lernen  kann,  höchstens  BD  die  betreffende 
Vorstellung  erinnert  und  dazu  veranlasst  wird,  sie  den  wissenschaft- 
lichen Anforderungen  gemäss  einzuschränken  oder  zu  ergänzen. 

Die  Mathematik  stellt  Relationen  zwischen  den  mathematischen 
Begriffen  auf,  welche  den  Erfahrungstatsachen  entsprechen  sollen, 
aber  weitaus  in  ihrer  Mehrzahl  der  Erfahrung  nicht  unmittelbar 
entlehnt,  sondern  „bewiesen"  werden;  die  (ausser  den  Definitionen 
der  abgeleiteten  Begriffe)  zur  Beweisführung  nothwendigen  Erkennt- 
nisse bilden  selbst  einen  Theil  der  aufzustellenden  Relationen.  Nach 
Ausscheidung  der  auf  Beweise  gestützten  Sätze,  der  Lehrsätze, 
bleibt  eine  Gruppe  von  Sätzen  zurück,  aus  denen  alle  übrigen  sich 
folgern  lassen,  die  Grundsätze;  diese  sind  unmittelbar  auf  Be- 
obachtungen gegründet *) ,  freilich  auf  Beobachtungen,  welche  seit 
undenklichen  Zeiten  sich  unaufhörlich  wiederholt  haben,  welche 
klarer  erfasst  werden,  als  die  irgend  einer  andern  Art,  und  mit 
denen  die  Menschen  deshalb  längst  so  vertraut  geworden  sind,  dass 
ihr  Ursprung  in  Vergessenheit  gerathen  und  Gegenstand  des  Streites 
werden  konnte. 

Die  Grundsätze  sollen  das  von  der  Mathematik  zu  verarbei- 
tende empirische  Material  vollständig  umfassen,  so  dass  man  nach 
ihrer  Aufstellung  auf  die  Sinneswahrnehmungen  nicht  mehr  zurück- 
zugehen braucht.  Um  so  vorsichtiger  müssen  von  vornherein  etwaige 
Einschränkungen  festgestellt  werden,  denen  die  Anwendung  einzel- 
ner Grundsätze  unterliegt.  Bei  einem  Theile  der  oben  aufgestellten 
geometrischen  Grundsätze,  nämlich  bei  I.  und  VI.,  sind  nun  solche 
Einschränkungen  geltend  zu  machen.  Im  ersten  Grundsatze  dürfen 
die  durch  eine  gerade  Strecke  zu  verbindenden  Punkte  nicht  zu 
nahe  bei  einander  angenommen  werden.  So  lange  alle  in  Betracht 
gezogenen  Punkte  durch  Zwischenräume  getrennt  sind,  erscheint 
der  Vorbehalt  überflüssig.  Das  ist  in  der  That  bei  den  Figuren 
der  Fall,  aus  deren  Anschauung  man  die  Grundsätze  schöpft:  für 
solche  Figuren  wird   daher   der  achte  Lehrsatz  —  der   einzige ,    der 


*)  Den  empirischen  Ursprung  der  geometrischen  Axiome  hat  Helmholtz 
einer  eingehenden  Erörterung  unterworfen  iu  seinem  Vortrage  „Ueber  den 
Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome''  (Populäre  wissen- 
schaftliche Vorträge  von  H.  Helmholtz.  drittes  Heft,  Braunschweig   1STG  . 

Pasch,  Vorlesungen.  "2 
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von  dem  Vorbehalt  berührt  wird  —  immer  zutreffen.  Aber  bei 
wiederholter  Anwendung  dieses  Satzes  verliert  die  Figur  ihre  ur- 
sprüngliche Beschaffenheit.  Sind  A  und  B  Punkte  der  ursprüng- 
lichen Figur  und  wird   in   der  Geraden  AB  ein  Punkt  C  zwischen 

# # # # # A  und  B  eingeschaltet,  hierauf  Cx  zwischen 

A  C2  Gx  C  B  A  und  C,  C2  zwischen  A  und  Cx  u.  s.  w., 
so  kann  man  immer  mehr  in  die  Nähe  des  Punktes  A  gerathen 
und  muss  dann  schliesslich  auf  weitere  Einschaltungen  verzichten*). 
Der  achte  Lehrsatz  kann  also  nicht  beliebig  oft  auf  eine  Gerade 
angewendet  werden.  Eine  vollkommen  scharfe  Grenze  lässt  sich 
freilich  nicht  angeben;  man  muss  sich  aber  hüten,  aus  dem  Mangel 
einer  scharf  angebbaren  Grenze  das  Nichtvorhandensein  jeder  Grenze 
zu  schliessen. 

Die  geometrischen  Grundbegriffe  und  Grundsätze  erlernt  man 
an  Objecten,  von  denen  man  verhältnissmässig  nur  wenig  entfernt 
ist;  über  ein  solches  Gebiet  hinaus  ist  also  ihre  Anwendung  nicht 
ohne    Weiteres    berechtigt.      Geht    man    z.  B.    von    einer    geraden 

. m # #_ . Strecke  AB  aus  und  (VI)  verlängert  sie 

A  B     2?!         B2    B3      über  B  bis  Blf    dann  BBt  über  Bx  bis 

B2,  BiB2  über  B2  bis  B3  u.  s.  f.,  so  kann  man  wohl  eine  Zeit 
lang  noch  gerade  Strecken  ABX,  AB2  u.  s.  w.  einführen,  aber 
früher  oder  später  kommt  ein  Punkt  Bn ,  von  dessen  Verbindung 
mit  dem  Punkte  A  durch  eine  gerade  Strecke  nicht  die  Rede  sein 
kann,  ohne  dass  dieser  Begriff  seinen  Charakter  als  Grundbegriff 
verliert.  Man  sagt  zwar  auch  (indem  man  jede  Aufeinanderfolge 
von  geraden  Strecken,  bei  der  je  zwei  benachbarte  sich  zu  einer 
geraden  Strecke  vereinigen,  wieder  eine  gerade  Strecke  nennt),  es 
sei  die  Strecke  AB  bis  Bt  verlängert,  die  Strecke  ABX  bis  B2} 
die  Strecke  AB2  bis  -Z>3  u.  s.  f.  Das  ändert  jedoch  nichts  an  der 
Art,  wie  die  Punkte  BXB2  •  •  ■  wirklich  erlangt  werden ;  denn  wenn 
Bn  sich  von  A  zu  weit  entfernt  hat,  so  kann  man  bei  der  Her- 
stellung \onBn  +  x  nicht  mehr  A  benutzen,  wohl  aberi?M_i.  Man 
wird  also  auch  vom  sechsten  Grundsatz  (oder  vom  neunten**)  Lehr- 
satz) nicht  beliebig  oft  in  einer  und  derselben  Figur  Gebrauch 
machen,  wobei  wieder  eine  scharfe  Grenze  nicht  existirt. 

Die  folgenden  Entwickelungen  setzen,  wie  die  bisherigen, 
allemal  Figuren  voraus45"**),   deren  Theile  nahe  genug  bei  einander 


*)  Vergl.  die  nähere  Ausführung  in  §  23. 
**)  Auf  den  achten  und  neunten  stützt  sich  der  zwanzigste. 
***)  Vergl.  Riemann,    Gesammelte   Werke  S.  266;     F.  Klein,    Mathem. 
Ann.  Bd.  4  S.  576  und  624,  Bd.  6  S.  134. 
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sind,  um  eine  directe  Beurtheilung  ihrer  geometrischen    Besiehun- 
gen  zu  ermöglichen.    Auf  die  Verknüpfung  solcher  Figuren 
lassen   sich    alle    Anwendungen    der  Geometrie    zurück- 
führen,   ein   Gegenstand,    >\<'v   hier    nicht    näher  erörterl    werden 
soll.     Wie    aber   geometrische    Begriffe    und    Gesetze,    welche    sich 
innerhalb  eines   beschränkten  Gebietes   bewahren,    bei    fortgesetzter 
Erweiterung  des  Gebietes  ihre   Gültigkeit  verlieren    können,    wird 
durch    eine    ganz    einfache    Betrachtung    veranschaulicht.     Nehmen 
wir   an,   in   einer  geschlossenen  (einfachen)   Linie  bewege   sich    ein 
Beobachter,  der  immer  nur  einen  kleinen  Theil  der  Linie  übersehen 
und   überhaupt   nur  einen  Theil   derselben   durchlaufen   kann,   und 
der  in  Folge  dessen  die  Linie   noch  nicht  als  eine  geschlossene  er- 
kannt   hat.     Dieser   Beobachter    wird    innerhalb    des   jedesmal   von 
ihm  überblickten  Weges   zu   Erkenntnissen  gelangen,    wie    sie   für 
die   gerade   Linie  in   den   Sätzen   6.  — 11.   ausgesprochen    sind,    und 
dieselben   alsdann   auf  das   ihm   zugängliche   Gebiet   ausdehnen;    er 
wird   schliesslich   geneigt   sein,   sie   auf  die   Linie   in   ihrer  ganzen 
Erstreckung   zu   übertragen,   wenn   er   dies   aber  thut,   natürlich  zu 
unrichtigen  Schlüssen  gelangen.     Es   seien  z.  B.  A,  B  Punkte  von 
geringem  gegenseitigen  Abstände,  und  der  Punkt 
M   werde    durch    Fortsetzung    des    Weges    AB 
über    B    hinaus    erreichbar   vorausgesetzt;    sagt 
man    alsdann,    es    sei    B    zwischen    A    und    M 
gelegen,    und    schliesst    weiter,    es    sei  A    nicht 
zwischen   B    und   M   gelegen,    so    leugnet    man 
damit    die    thatsächlich   vorhandene  Möglichkeit, 
den    Punkt    M    durch    Fortsetzung    des    Weges 
BA  über  A  hinaus  zu  erreichen. 

Diese  Bemerkung  ist  u.  A.  zu  be- 
rücksichtigen bei  der  Frage,  ob  die  Ge- 
raden AB  und  CD  einen  Punkt  gemein 
haben  können,  wenn  die  Figuren  ABC 
und  CDA  (nicht  ADC)  congruent  sind 
(§  13)  und  die  Punkte  B,  D  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Geraden  AC  liegen.  Die  Figuren  AB  CD  und 
CD  AB  sind  congruent,  und  die  geraden  Strecken  AB,  CD  haben 
keinen  Punkt  gemein.  Man  pflegt  nun  zu  schliessen:  Hätten  die 
Geraden  AB  und  CD  den  Punkt  M  gemein,  so  wären  die  Figuren 
ABC  DM  und  CDABM  congruent,  und  M  läge  ausserhalb  der 
Strecke  AB;  läge  etwa  B  zwischen  A  und  M,  so  läge  auch  D 
zwischen  C  und  31,  D  und  M  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
BC,  ebenso   A  und   M,    d.  h.   A  zwischen   B  und  M,   was  nicht 

2' 
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möglich  ist.  Hierdurch  wird  jedoch  die  Frage  nicht  entschieden, 
da  auf  die  Figur  ABC  DM  manche  geometrische  Begriffe  und 
Sätze  in  der  Art,  wie  es  vorhin  geschehen,  möglicherweise  nicht 
angewendet  werden  dürfen. 

§  2.    Von  den  Ebenen. 

Wir  ziehen  jetzt  einen  weiteren  geometrischen  Begriff  in  die 
Betrachtung,  die  Ebene.  Aehnlich  wie  bei  der  geraden  Linie  aus- 
einandergesetzt wurde,  wird  von  der  Ebene  gesagt,  dass  sie  unbe- 
grenzt sei;  wenn  wir  uns  aber  an  die  unmittelbare  Wahrnehmung 
halten ,  so  lernen  wir  nur  die  wohlbegrenzte  ebene  Fläche  kennen. 
Demö'emäss  wird  zunächst  nur  von  der  ebenen  Fläche  und  von 
Punkten  einer  ebenen  Fläche  die  Rede  sein,  der  Begriff 
„Ebene"  aber  erst  nachher  eingeführt  werden. 

Die  folgenden  Sätze  sind  wieder  zum  Theil  Grundsätze,  zum 
Theil  Lehrsätze.  Beim  Beweise  der  letzteren  dürfen  wir  von  den 
in  §  1  gegebenen  Sätzen  Gebrauch  machen.  Die  ersteren  sind  der 
Ausdruck  gewisser  Beobachtungen,  welche  an  ebenen  Figuren  leicht 
gemacht  werden  können. 

Durch  drei  beliebige  Punkte  A,  B,  C  kann  man  eine  ebene 
Fläche  legen,  wenn  auch  nicht  gerade  eine  einzige.  Zieht  man  nun 
eine  gerade  Strecke  durch  A  und  B,  so  brauchen  nicht  alle  Punkte 
der  Strecke  in  jener  Fläche  zu  liegen,  aber  man  kann  nöthigen- 
falls  die  letztere  zu  einer  ebenen  Fläche  erweitern ,  welche  die 
Strecke,  d.  h.  alle  ihre  Punkte,  enthält. 

I.  Grundsatz.  —  Durch  drei  beliebige  Punkte  kann  man  eine 
ebene  Fläche  legen. 

II.  Grundsatz.  —  Wird  durch  zwei  Punkte  einer  ebenen 
Fläche  eine  gerade  Strecke  gezogen,  so  existirt  eine  ebene  Fläche, 
welche  alle  Punkte  der  vorigen  und  auch  die  Strecke  enthält. 

Wenn  zwei  ebene  Flächen  gegeben  sind,  so  kann  ein  Punkt  A 
in  beiden  zugleich  enthalten  sein.  Wir  nehmen  dann  allemal  wahr, 
dass  der  Punkt  A  nicht  der  einzige  gemeinschaftliche  Punkt  ist, 
wenn  wir  nöthigenfalls  die  beiden  Flächen  oder  eine  von  ihnen 
gehörig  erweitert  haben. 

III.  Grundsatz.  —  Wenn  zwei  ebene  Flächen  P,  P'  einen 
Punkt  gemein  haben,  so  kann  man  einen  andern  Punkt  angeben, 
der  sowohl  mit  allen  Punkten  von  2*7,  als  auch  mit  allen  Punkten 
von  E'  je  in  einer  ebenen  Fläche  enthalten  ist. 

Es  können  zwei  ebene  Flächen  auch  drei  Punkte  zugleich  ent- 
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halten.     Bei   der   Untersuchung  diesec    Fallet    kann    man  eine   Be- 
obachtung benutzen,  welche  auch  zur  Beantwortung  Anderer 

di<;  Begegnung  von  Linien  ! 
lieber  Fragen  erforderlich  ist.  In 
einer  ebenen  flache  seien  drei 
Punkte  A.  IL  0  zu  einem  Dreieck 
zusammengefügt,  d.  h.  durch  die 
geraden  Strecken  AB,  .16',  IW 
paarweise  verbunden.  In  de 
ben  Fläche  sei  die  gerade  Strecke 
DE  gelegen  und  zwar  so,  dass 
sie  einen  innerhalb  der  Strecke 
AB  gelegenen  Punkt  F  enthält. 
Die  Strecke  DE  hat  dann  allemal 
entweder  mit  der  Strecke  AC  oder 
mit  der  Strecke  BC  einen  Punkt  gemein,  oder  sie  kann  bis  zu 
einem  solchen  Punkte  verlängert  werden. 

IY.  Grundsatz.  —  Sind  in  einer  ebenen  Fläche  drei  Punkte 
A,  B,  C  durch  die  geraden  Strecken  AB,  AC,  BC  paarweise  ver- 
bunden, und  ist  in  derselben  ebenen  Fläche  die  gerade  Strecke  DE 
durch  einen  innerhalb  der  Strecke  AB  gelegenen  Punkt  gezogen, 
so  geht  die  Strecke  DE  oder  eine  Verlängerung  derselben  entweder 
durch  einen  Punkt  der  Strecke  A  C  oder  durch  einen  Punkt  der 
Strecke  BC. 

Oder:  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C,  D  in  einer  ebenen  Fläche, 
F  in  der  Geraden  AB  zwischen  A  und  B,  so  geht  die  Gerade  DF 
entweder  durch  einen  Punkt  der  Strecke  AC  oder  durch  einen 
Punkt  der  Strecke  BC. 

1.  Lehrsatz.  —  Liegen  die  Punkte  A,  B,  C,  D  in  einer  ebenen 
Fläche  P,  zugleich  die  Punkte  A,  B,  C  iü  einer  ebenen  Fläche  P', 
aber  nicht  in  einer  geraden  Linie,  so  existirt  eine  ebene  Fläche, 
welche  alle  Punkte  von  P'  enthält  und  auch  den  Punkt  D. 

Beweis.  —  Liegt  D  in  einer  der  Geraden  AB,  AC,  BC,  so 
existirt  eine  solche  Fläche  nach  dem  zweiten  Grundsatz.  Liegt  D 
in  keiner  der  Geraden  AB,  AC,  BC,  so  werde  in  der  Geraden  AB 
zwischen  A  und  B  ein  Punkt  F  angenommen;  es  mag  dann  (IV) 
die  Gerade  DF  etwa  durch  einen  Punkt  G  der  Strecke  AC  gehen: 
F  und  G  sind  von  einander  verschieden,  D  in  der  Geraden  FG. 
Es  existirt  jetzt  eine  ebene  Fläche  Q,  welche  alle  Punkte  von  P' 
enthält  und  auch  _F;  weiter  eine  ebene  Fläche  Q' ,  welche  alle 
Punkte  von  Q  enthält  und  auch  (r;  schliesslich  eine  ebene  Fläche 
welche  alle  Punkte  von  Q'  enthält  und  auch  D. 
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Gehen  wir  nun  von  drei  beliebigen,  nicht  in  eine  Gerade 
gehörigen  Punkten  A,  B,  C  aus  und  legen  durch  sie  eine  ebene 
Fläche.  Wenn  durch  die  Punkte  A,  B,  C  und  einen  weiteren  Punkt 
D  sich  ebenfalls  eine  ebene  Fläche  legen  lässt,  so  braucht  D  zwar 
der  vorigen  nicht  anzugehören;  diese  lässt  sich  aber  nöthigenfalls 
erweitern,  bis  sie  auch  den  Punkt  D  enthält  (1).  In  Folge  dessen 
sagt  man:  der  Punkt  D  liegt  in  der  Ebene  der  Punkte  A,  B,  C, 
oder  einfach:  in  der  Ebene  ABC,  oder:  die  Ebene  ABC  geht 
durch  _D,  D  ist  ein  Punkt  der  Ebene  ABC  u.  s.  w. 

Es  seien  L,  M,  N  drei  beliebige  Punkte.  Wenn  sie  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  so  sei  A  ein  Punkt  der  Geraden  LM,  B  ein 
Punkt  der  Geraden  LN ,  C  ein  Punkt  der  Geraden  M N]  ich  kann 
dann  durch  L,  M,  N  eine  ebene  Fläche  legen,  folglich  auch  durch 
L,  M,  N,  A,  B,  C.  Wenn  L,  M,  N  in  einer  Geraden  liegen,  so 
sei  A  ein  Punkt  ausserhalb  der  Geraden,  B  ein  Punkt  der  Geraden 
AL,  C  ein  Punkt  der  Geraden  AM]  durch  A,  L,  M  kann  man 
eine  ebene  Fläche  legen,  folglich  auch  durch  A,  B,  C,  L,  M,  N. 
Beidemal  liegen  A,  B,  C  nicht  in  gerader  Linie  und  L,  M}  N  in 
der  Ebene  ABC 

2.  Lehrsatz.  —  Durch  drei  Punkte  kann  man  immer  eine 
Ebene  legen. 

Es  sei  Ä  ein  Punkt  der  Ebene  ABC  und  A'}  B,  G  nicht  in 
gerader  Linie  (also  A  ein  Punkt  der  Ebene  A'BC).  Wird  nun  D 
von  A  verschieden  in  der  Ebene  ABC  angenommen,  so  liegen  die 
Punkte  A,  B,  C,  B,  Ä  in  einer  ebenen  Fläche,  d.  h.  D  zugleich 
in  der  Ebene  ABC]  und  wenn  wir  auch  die  Punkte  A,  B,  C 
„Punkte  der  Ebene  ABC11  nennen,  so  können  wir  sagen,  dass  jeder 
Punkt  der  Ebene  A' B C  zugleich  der  Ebene  ABC  angehört.  Aber 
auch  umgekehrt  sind  alle  Punkte  der  Ebene  ABC  Punkte  der 
Ebene  A'BC.  Man  sagt  daher:  Die  Ebenen  ABC  und  A'BC 
fallen  mit  einander  zusammen. 

Jetzt  seien  A',  B',  C  beliebige  Punkte  der  Ebene  ABC,  aber 
nicht  in  einer  Geraden.  Der  Punkt  A'  kann  in  einer  der  Geraden 
AB,  AC,  BC  liegen,  doch  höchstens  in  zweien;  er  liege  ausser- 
halb der  Geraden  BC;  dann  fallen  die  Ebenen  ABC  und  ABC 
zusammen.  Der  Punkt  B'  liegt  in  der  Ebene  A'BC,  doch  nicht 
in  den  Geraden  A'B,  ÄC  zugleich;  er  liege  ausserhalb  der  Geraden 
A'C]  dann  fallen  die  Ebenen  A'BC  und  A B' C  zusammen.  Der 
Punkt  C  liegt  in  der  Ebene  ÄB'C,  aber  nicht  in  der  Geraden 
A'B']  folglich  sind  die  Ebenen  ÄB'C  und  ABC  identisch. 

3.  Lehrsatz.  —  Jede  Ebene  ist  durch  drei  beliebige  von 
ihren   Punkten,    welche   nicht    in  gerader  Linie  liegen,    bestimmt. 
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Oder:  Drei  Punkte,    «reiche  zugleich   verschiedenen    Ebenen 
hören,  liegen  in  einer  Geraden 

Häufig  wird  zur  Bezeichnung  einer  Ebene  ein  besonderer  Buch- 
stabe benutzt.  Sind  A,  Ji,  (J  Paukte  der  Ebene  P,  welche  nicht 
in  gerader  Linie  liegen,  so  bedeutet  /'  die  Ebene  ABC.  — 

Nehmen  wir  jetzt  in  einer  Geraden  g  die  Punkte  J.  //  belie 
ebenso  in  einer  durch  A  und  B  gehenden  Ebene  P  den  Punkt  C 
ausserhalb  der  Geraden  g.  Ist  J)  irgend  ein  dritter  Punkt  der 
Geraden  g,  so  kann  man  durch  die  Punkte  A,  B,  C  eine  ebene 
Fläche  legen,  weiter  auch  durch  die  Punkte  .  1,  B,  0,  D\  der  Punkt 
D  liegt  also  in  der  Ebene  ABC,  d.  i.  in  der  Ebene  P  Da  dies 
von  allen  Punkten  der  Geraden  g  gilt,  so  sagt  man  :  g  liegt  in  der 
Ebene  P,  g  ist  eine  Gerade  der  Ebene  P,  u.  s.  w. 

4.  Lehrsatz.  —  Eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei 
Punkte  gemein  hat,  liegt  ganz  in  ihr.  Oder:  Alle  Ebenen,  welche 
zwei  Punkte  gemein  haben,  enthalten  die  Gerade  der  beiden  Punkte. 

Wenn  die  Gerade  g  in  einer  Ebene  P  nicht  ganz  enthalten 
ist,  so  kann  sie  mit  ihr  nicht  mehr  als  einen  Punkt  gemein  haben. 
Besitzen  g  und  P  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  A,  aber  nur 
einen,  so  sagt  man,  sie  schneiden  sich  in  A\  A  wird  der  Durch- 
schnittspunkt von  g  und  P  genannt  und  mit  gF  oder  Pg  be- 
zeichnet. 

Bei  der  Bestimmung  einer  Ebene  kann  eine  Gerade  benutzt 
werden.  Ist  eine  Gerade  g  und  ein  Punkt  C  gegeben,  so  nehme 
man  die  Punkte  A  und  B  in  der  Geraden  g  beliebig  (von  C  ver- 
schieden); durch  A,  B,  C  kann  ich  eine  Ebene  legen,  und  diese 
enthält  g. 

5.  Lehrsatz.  —  Durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt  kaun 
man  immer  eine  Ebene  legen. 

Ist  nun  P  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  g  und  den  Punkt  C, 
folglich  A,  B,  C  enthält,  so  geht  keine  andere  Ebene  durch  g  und 
0,  wenn  C  ausserhalb  der  Geraden  AB  liegt;  die  Ebene  P  ist  alsdann 
durch #  und  C  bestimmt  und  kann  mit  g  C  oder  Cg  bezeichnet  werden. 

6.  Lehrsatz.  —  Jede  Ebene  ist  durch  eine  beliebige  ihr  au- 
gehörige Gerade  im  Verein  mit  einem  beliebigen  ihr  angehörigen 
Punkte,  welcher  nicht  in  der  Geraden  liegt,  bestimmt.  Oder:  Zwei 
Ebenen,  welche  eine  Gerade  gemein  haben,  haben  ausserdem  keinen 
Punkt  gemein.  Oder:  Wenn  ein  Punkt  und  eine  Gerade  sich  in 
zwei  Ebenen  vorfinden,  so  geht  die  Gerade  durch  den  Punkt. 

Zwei  Geraden  g,  h  sind  stets  in  einer  Ebene  enthalten,  wenn 
sie  sich  schneiden.  Ist  in  der  That  ein  Schnittpunkt  gh  vorhan- 
den,  so   nehme   ich   in   der  Geraden  h  den  Punkt  C  beliebig   (von 
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gh  verschieden);   die  Ebene  g G  geht   alsdann   durch  die  Punkte  C 
und  gh,  mithin  durch  die  Gerade  h. 

7.  Lehrsatz.  —  Durch  zwei  Geraden,  welche  einen  Punkt 
gemein  haben,  kann  man  immer  eine  Ebene  legen.  Oder:  Zwei 
Geraden,  welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  haben  keinen  Punkt 
gemein. 

Ueberhaupt  seien  g  und  h  Geraden  einer  Ebene  P.  Nimmt 
man  den  Punkt  C  in  h  beliebig  (ausserhalb  g),  so  ist  P  die  Ebene 
gC,  und  es  kann  eine  andere  Ebene  durch  g  und  h  zugleich  nicht 
gehen.  Die  Ebene  der  Geraden  g  und  h  kann  mit  gh  bezeichnet 
werden;  man  darf  jedoch  nicht  vergessen,  dass  im  Falle  einer  Be- 
gegnung der  Geraden  g  und  h  für  den  Durchschnittspunkt  dieselbe 
Bezeichnung  gilt. 

8.  Lehrsatz.  —  Jede  Ebene  ist  durch  zwei  beliebige  von 
ihren  Geraden  bestimmt. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Ebenen  P  und  Q,  welche  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt  A  besitzen.  Man  nehme  in  der  Ebene  P 
die  Punkte  B  und  C,  in  der  Ebene  Q  die  Punkte  D  und  E  belie- 
big, aber  weder  A,  P,  C  noch  A,  D,  E  in  einer  Geraden.  Nach 
dem  dritten  Grundsatze  existirt  ein  Punkt  F  derart  ,►  dass  sowohl 
die  Punkte  A,  B,  C,  F  als  auch  die  Punkte  A,  D,  E,  F  ebene 
Figuren  bilden.  Es  liegt  also  der  Punkt  F  sowohl  in  der  Ebene 
ABC  als  auch  in  der  Ebene  ADE,  d.  h.  in  den  Ebenen  P  und 
Q.    Diese  Ebenen  haben  somit  die  Gerade  AF  gemein. 

9.  Lehrsatz.  —  Wenn  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemein 
haben,  so  haben  sie  eine  Gerade  gemein. 

Die  Gerade  enthält  alle  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden 
Ebenen;  sie  wird  die  Durchschnittslinie,  ihre  Punkte  werden 
Durchschnittspunkte  der  Ebenen  genannt.  Die  Durchschnitts- 
linie der  Ebenen  P  und  Q  wird  mit  PQ  bezeichnet. 

Drei  Ebenen  P,  Q,  B  können  einen  Punkt  A  gemein  haben. 
Wenn  A  nicht  der  einzige  gemeinschaftliche  Punkt  ist,  so  haben 
die  drei  Ebenen  eine  Gerade  gemein.  Wenn  die  Ebenen  P,  Q,  B 
sich  nur  im  Punkte  A  begegnen,  so  wird  A  ihr  Durchschnittspunkt 
genannt  und  mit  PQB  bezeichnet;  sie  haben  dann  zu  je  zweien 
eine  Gerade  gemein;  die  Durchschnittslinien  sind  von  einander  ver- 
schieden, treffen  sich  jedoch  im  Punkte  A. 

Es  seien  überhaupt  P,  Q,  B  drei  Ebenen,  welche  sich  paar- 
weise durchschneiden.  Haben  von  den  Durchschnittslinien  irgend 
zwei,  etwa  PQ  und  PB,  einen  Punkt  A  gemein,  so  schneiden  die 
drei  Ebenen  sich  in  A.  Wenn  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebe- 
nen die  dritte  Ebene  schneidet,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  eben- 
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falls    den    drei  Ebenen    gemein.     Wenn    swei    Durch  tinien 

zusammenfallen,  so  sind  sie  von  der  dritten  nichl  den. 

Eine   beliebige  Gruppe    von    Punkten   oder   ron   Geraden    oder 

ron  Punkten  und  Geraden  in  einer  Kix-ji'-  heistl  eine  ebene 
Figur.    Ahm  kann  eine  ebene  Figur  erweitern  bheili  durch  II 

nehmen  beliebiger  anderer  Punkte  und  Geraden  derselben  Ebene, 
theils  durch  Construction,  d.  b.  hier:  dureb  Verbinden  ron 
Punkten   «Irr  Figur  und  durch  Aufsuchet]   der  Durcbschnittspunkte 

in  ihren  Geraden.  Solche  Constructioin-ii  führen  aus  der  Ebene 
uicht  heraus. 

Um  in  zwei  Geraden  einen  Schnittpunkt  nachzuweisen,  wird 
oft  der  folgende  Lehrsatz  angewendet  werden,  der  sich  ans  dem 
vierten  Grundsatze  sofort  ergiebt. 

10.  Lehrsatz.  —  Sind  A,  B,  C  drei  nicht  in  gerader  Linie 
gelegene  Punkte,   D  ein  Punkt  der   Geraden  All  zwischen  A  und 

B,  g  eine  Gerade  in  der  Ebene     I  //''.    welche 

durch  D,  aber  durch  keinen  der  Punkt»'  .  1,  /.'.  ( 

hindurchgeht,   so   begegnet  <j  entweder  der  <>> 

raden  AC  zwischen  A  und  C  oder  der  Geraden 

BC  zwischen  B  und  C. 

Wir  werden  uns  künftig  weder  auf  die 
Grundsätze  noch  auf  den  ersten  Lehrsatz  dieses 
Paragraphen  berufen.  Von  den  neun  übrigen 
Lehrsätzen  sind  5.-8.  Folgerungen  aus  2. — 4.  Bezüglich  des 
zehnten  ist  derselbe  Vorbehalt  zu  machen,  wie  bezüg- 
lich des  achten  Lehrsatzes  in  §  1. 

Noch  mögen  hier  einige  Folgerungen  Platz  finden,  die  sieh  an 
den  10.  Lehrsatz  anschliessen. 

11.  Lehrsatz.  —  Sind  A,  B,  C  drei  nicht  in  gerader  Linie 
gelegene  Punkte,   a  ein  Punkt   der   Geraden   BC  zwischen  B  und 

C,  b  ein  Punkt  der  Geraden  AC  zwischen  A 
und  C,  c  ein  Punkt  der  Geraden  AB  zwischen 
A  und  B,  so  liegen  die  Punkte  «,  b,  c  nicht 
in  gerader  Linie. 

Beweis.  —  Der  Punkt  a  liegt  nicht  inner- 
halb der  Strecke  bc,  da  sonst  (10)  die  Gerade 
BC  entweder  der  Geraden  Ab  zwischen  A  und 
b  oder  der  Geraden  Ac  zwischen  A  und  e  be- 
gegnen müsste.  Ebensowenig  liegt  b  innerhalb  der  Strecke  ac 
oder  c  innerhalb  der  Strecke  ab. 

12.  Lehrsatz.  —  Liegen  vier  Punkte  A,  B ,  C ,  D  in  einer 
Ebene,     so    haben    entweder    die     Geraden    AD    und    BC,    oder 


Fig.  6. 


Fig.  1. 
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BD    und    AC,     oder    CD    und    AB    (mindestens)     einen    Punkt 
gemein. 

Beweis.  —  Befinden  sich  unter  den  gegebenen  Punkten  drei 
in  gerader  Linie,  so  treten  mindestens  drei  solche  Durchschnitts- 
punkte gleichzeitig  auf.  Liegen  keine  drei 
in  gerader  Linie,  verlaufen  also  die  Geraden 
AI),  BD,  CD  in  ihrer  Ebene  getrennt, 
so  braucht  nur  gezeigt  zu  werden,  dass  die 
Geraden  CD  und  AB  sich  schneiden,  wenn 
weder  die  Gerade  AD  mit  der  Strecke  BC, 
noch  die  Gerade  BD  mit  der  Strecke  AC 
einen  Punkt  gemein  hat.  Verlängert  man 
nun  unter  dieser  Voraussetzung  die  Strecke  AD  über  D  hinaus 
bis  A',  so  wird  (10)  die  Gerade  AC  von  BD  zwischen  A'  und  C 
in  einem  Punkte  M  getroffen,  und  zwar  liegt  D  nicht  zwischen  B 
und  M,  da  sonst  (10)  die  Gerade  AD  entweder  der  Geraden  CM 
zwischen  C  und  M  oder  der  Geraden  BC  zwischen  B  und  C  be- 
gegnen raüsste.  Da  also  die  Gerade  CD  weder  mit  der  Strecke 
AM  noch  mit  der  Strecke  B M  einen  Punkt  gemein  hat,  so  hat 
sie  auch  mit  der  Strecke  AM  keinen  Punkt  gemein  (10),  mithin 
begegnet  sie  (10)  der  Geraden  AB  zwischen  A  und  B. 

§  3.   Vom  Strahlenbüschel. 

Wenn  in  einer  Geraden  m  drei  Punkte  A,  B,  C  angenommen 
werden,  so  muss.  einer  zwischen  den  beiden  andern  liegen.  Wie 
schon  in  §  1  erwähnt  worden  ist,  sagt  man:  die  Punkte  A  uad  B 
liegen  auf  derselben  Seite  von  C,  wenn  C  nicht  zwischen  ihnen 
liegt;  dagegen  sagt  man:  die  Punkte  A  und  B  liegen  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  C,  wenn  C  sich  zwischen  A  und  B  befindet. 

In  der  Geraden  m  fixire  ich  einen  Punkt  S.  Wenn  A,  B,  C 
drei  (von  S  verschiedene)  Punkte  der  Geraden  m  sind,  so  kann  ich 
aus  dem  Verhalten  zweier  Paare  in  folgender  Weise  auf  das  des 
dritten  Paares  schliessen.  Liegen  A  und  B  auf  derselben,  A  und 
C  auf  verschiedenen  Seiten  von  S,  so  liegen  B  und  C  auf  verschie- 
denen Seiten.  Entweder  liegt  nämlich  A  zwischen  B  und  S,  S 
zwischen  A  und  C,  folglich  S  zwischen  B  und  C  nach  §  1,  16; 
oder  S  liegt  zwischen  A  und  C,  B  zwischen  A  und  £,  folglich  S 
zwischen  B  und  C  nach  §  1,  13.  Liegen  A  und  B,  ebenso  A  und 
C  auf  derselben  Seite  von  S ,  so  liegen  auch  B  und  C  auf  derselben 
Seite.  Denn  sonst  lägen  A  und  B  auf  derselben  Seite,  B  und  C 
auf  verschiedenen,  folglich  auch  A  und  C  auf  verschiedenen.     Lie- 


bei 

gen  A  tmd  /:,  ebenso  A  und  C  auf   verschiedei 
Hegen  B  wind  C  auf  derselben  Seite.     Denn  dann    •  ■  doren 

DO  nicht  getrennt,  folglich  entweder  .1  B  dnrcli  08 odet  46' durch 
II H]  <!s  liegf  also  entweder  B  zwischen  0  und  fl  oder  0  zwischen 
B  and  & 

Wenn  yl  und  ./>  in  der  Geraden  m  ani  derselben  Seite  ron  S 
liegen,  so  kann  man  sagen:  /*  liegt  im  Schenkel  8A  (nicht 
Ist  A'  ein  beliebiger  Punkt  des  Schenkel-  SA.  und  nennen  wir 
auch  A  einen  „Punkt  des  Schenkels  N.l".  so  isJ  jeder  Punkt  des 
Schenkels  $yl  ein  Punkt  des  Schenkels  8A\  und  umgekehrt;  bei 
der  Bezeichnung  des  Schenkels  SA  kann  man  yl  durch  jeden  Punkt 
des  Schenkels  ersetzen.  Liegen  A  und  C  in  der  Geraden  M  auf 
verschiedenen  Seiten  von  S,  so  gehört  jeder  (von  S  verschiedene 
Punkt  der  Geraden  zum  Schenkel  SA,  wenn  er_  nicht  zum  ent- 
gegengesetzten Schenkel  SC  gehört. 

Durch  die  Gerade  m  lege  ich  jetzt  eine  Ebene  P  und  nehme 
in  ihr  zwei  Punkte  A,  B  ausserhalb  der  Geraden  m.  Wenn  m  die 
Gerade  AB  zwischen  A  und  B  nicht  trifft,  so  sagt  man:  die  Paukte 
A  und  B  liegen  auf  derselben  Seite  von  m\  wenn  m  die  Ge- 
rade AB  zwischen  yl  und  B  trifft,  so  sagt  mau:  die  Punkte  A  und 
B  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  f»,  oder:  m  geht 
zwischen  A  und  ii  hindurch.  Wenn  A,  B,  G  Punkte  der  Ebene 
P  (ausserhalb  m)  sind,  so  gelten  die  Sätze:  Liegen  A  und  B  auf 
derselben,  A  und  C  auf  verschiedenen  Seiten  von  m,  so  liegen  B  und 
C  auf  verschiedenen  Seiten  (§  2,  10).  Liegen  A  und  B,  ebenso  A 
und  C  auf  derselben  Seite  von  m,  so  liegen  auch  B  und  ('  auf  der- 
selben Seite.  Liegen  A  und  B,  ebenso  A  und  C  auf  versehiet 
Seiten  von  m,  so  liegen  B  und  C  auf  derselben  Seite  (§  "_\  11 ). 
Nimmt  man  in  m  wieder  einen  Punkt  S,  so  liegen  alle  Punkte  des 
Schenkels  SA  auf  derselben  Seite  von  m,  und  man  kann  daher  die 
vorstehend  angegebenen  Ausdrucksweisen  und  Sätze  auf  solche 
Schenkel  übertragen.  — 

Gerade  Linien,  welche  durch  einen  Punkt  laufen,  werden  mit 
den  Lichtstrahlen,  welche  ein  leuchtender  Punkt  aussendet,  ver- 
glichen und  in  Folge  dessen  ein  Strahlenbündel  genannt,  liehen 
also  die  Geraden  e,  f,  g  durch  einen  Punkt  S,  so  nennt  man  sie 
Strahlen  eines  Bündels,  oder  man  sagt:  der  Strahl  g  liegt  im 
Bündel  der  beiden  Strahlen  c  und  f,  g  liegt  im  Bündel  ef,  0  ist 
ein  Strahl  des  Bündels  ef\  auch  e  und  f  selbst  werden  „Strahlen 
des  Bündels  cfu  genannt.  Zur  Bezeichnung  des  Bündels  (im  letz- 
teren Sinne)  dienen  zwei  beliebige  von  seinen  Strahlen;  man  kann 
aber  auch  einen  besonderen  Buchstaben   zur  Bezeichnung  des  Büu- 
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dels  anwenden,  und  zwar  wird  alsdann  der  für  den  Punkt  ef  ein- 
geführte (hier  S)  benutzt.  Dieser  Punkt  heisst  der  Scheitel  oder 
Mittelpunkt  des  Bündels. 

Auch  ohne  Beziehung  auf  ein  Bündel  wird  häufig  das  Wort 
..Strahl"  für  „Gerade"  gebraucht. 

Gerade  Linien,  welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind  und  durch 
einen  Punkt  hindurchgehen,  werden  ein  (ebenes)  Strahlen büschel 
genannt;  der  gemeinschaftliche  Punkt  heisst  der  Scheitel  oder  Mittel- 
punkt des  Büschels.  Gehen  in  einer  Ebene  die  Strahlen  c,  f,  g 
durch  einen  Punkt  S,  so  sagt  man:  der  Strahl  g  liegt  im  Büschel 
ef  u.  s.  w.  Man  darf  zur  Bezeichnung  des  Büschels  im  letzteren 
Sinne  zwei  beliebige  in  ihm  gelegene  Strahlen  benutzen,  den  einen 
Buchstaben  8  aber  nur  dann,  Avenn  die  Ebene  des  Bücheis  ander- 
weitig gegeben  ist. 

*D     O     o 

Es  seien  nun  e,  f,  g  Strahlen  eines  Büschels  <S  in  der  Ebene 
P,  ferner  SA  und  SB  Schenkel  resp.  von  e  und  /*,  und  zwar  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Geraden  g.  Ist  der  Durchschnittspunkt 
M  der  Strecke  AB  mit  dem  Strahl  g  im 
Schenkel  SC  des  letzteren  enthalten  (also 
BCM  auf  derselben  Seite  von  e),  so  behält 
der  Schenkel  SC  diese  Eigenschaft,  wenn 
man  A  im  Schenkel  SA,  B  im  Schenkel  SB 
beliebig  verlegt,  und  man  sagt:  der  Schenkel 
SC  liegt  zwischen  den  Schenkeln  SA 
und  SB. 
Wir  begegnen  hier  einer  vollkommenen  Analogie  mit  dem  in 
den  Sätzen  7. — 11.  des  ersten  Paragraphen  dargestellten  Verhalten 
der  Punkte  einer  Geraden.  Wenn  nämlich  SA,  SB,  SC,  SB 
Schenkel  auf  verschiedenen  Strahlen  eines  Büschels  bedeuten,  so 
gelten  die  Sätze:  Liegt  SC  zwischen  SA  und  SB,  so  liegt  weder 
SA  zu- Ischen  SB  und  SC,  noch  SB  zwischen  SA  und  SC.  Sind 
SA  und  SB  gegeben,  so-kann  man  SC  so  wählen,  dass  SC  zwi- 
schen SA  und  SB  liegt.  Sind  SA  und  SB  gegeben,  so  kann  man 
SC  so  wählen,  dass  SA  zwischen  SB  und  SC  liegt.  Liegt  SC 
zwischen  SA  und  SB,  SD  mischen  SA  und  SC,  so  liegt  SD 
auch  zwischen  SA  und  SB.  Liegen  SC  und  SD  zivischcn  SA  und 
SB,  aber  SD  nicht  stoischen  SA  und  SC,  so  liegt  SD  zivischcn 
SB  und  SC.  Aber  zu  Satz  6.  des  ersten  Paragraphen  fehlt  der 
analoge.  Sollen  die  in  einer  Ebene  angenommenen  Schenkel  SA, 
SB,  SC,  ...  in  jeder  Hinsicht  analoge  Eigenschaften  besitzen,  wie 
die  Punkte  einer  Geraden,  so  wird  unter  Anderem,  dem  Satze  §  1, 
18.  entsprechend,   dadurch   die  Existenz   zweier   Schenkel  S31  und 


bei, 

,s'Ar  in  derselben   Bbenc   bedingt,   zwischen   denen   die  ein- 

geschlossen werden.     Wenn  nun  d  sn  die  Paukte 

A  und  N  auf  derselben  Seite  dei  Geraden    M    eben      B     nd  N, 
C  und  Ar  u.s.  w.     Folglich   liegen   alsdann   die  Schenkel  6    I       B 
/SY';  .  .  .  auf  derselben  Seite  eine«  zum  Büschel  S  gehöi  ■ . 1 1 1 f - . 

Nehmen  wir  also  in  einer  Bbene  die  Geraden  <,i   <i,.  ..  durch 
einen  Punkt  X,  Überdies  in  demselben  Büschel  '-in<-  weitere  Gerade 
/,-,   und  die  Schenke]  8A,  8B}  8Cf  .  .  ,  resp.  ron  > .  /.  g,  .  . 
derselben    Seite   von    k.     Dann    haben    diese  Schenkel    allemal   die 
Eigenschaft,   dass  von  je  dreien  einet 

liegt;  denn  hat  weder e  mil  der  Strecke  I>(  .  noch/  mit  dei  3l 

ylG'  einen  Punkt  gemein . 
der  Geraden  A  I!  zwischen  -I  and  B  rergl. 
den  Beweis  des  Sut/.es  §  2,  I-  .  und  der 
Schnittpunkt  li<',:_'t  mit  .1  und  B  aal  der- 
selben »Seite  von  /,■,  d.  h.  im  Schenkel  8C. 
Die  entgegengesetzten  Schenkel  zu  s.l.  N  /<'. 
SC  seien  resp.  SA',  s // ,  8(7.  Lag  nun 
der  Schenkel  SC  /.wischen  >SM  und  8B,  so 
F'*-  l0  wird  auch  SC  zwischen  SA'  und  8 l>   liegen; 

denn  Ä  und  B'  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  g,  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  g  mit  der  Strecke  AB'  liegt  mit  A  und 
B  auf  derselben  Seite  von  k.  Wir  wollen  deshalb,  ohne  die  Schenkel 
zu  unterscheiden,  sagen:  Der  Strahl  g  liegt  zwischen  den 
Strahlen  e  und  /'  (oder  /'  u  nd  e)  bei  ausgeschlossenem  />, 
oder:  für  den  Grenzstrahl  k.  Nehme  ich  nun  in  k  den  Tunkt 
M  mit  A  und  B'  auf  derselben  Seite  von  g ,  so  liegt  der  Schenkel 
SM  zwischen  SA  und  SB',  d.  h.  es  liegt  auch  der  Strahl  k  /wi- 
schen e  und  /'  bei  ausgeschlossenem  g.  Mau  sagt:  e  und  /"  werden 
durch  g  und  k  (oder  k  und  g)  getrennt. 

Das  Strahlenbüschel  zeigt  hiernach  nicht  mit  einer  begrenzten, 
sondern  mit  einer  geschlossenen  Linie  aualoges  Verhalten.  Für  die 
Schenkel  SA,  SB,  .  .  .  gelten  die  in  §  1  ausgesprochenen  Bezie- 
hungen zwischen  Punkten  einer  Geraden  ohne  Ausnahme;  in  diese 
Beziehungen  kann  ich  aber  jetzt  die  Strahlen  statt  der  Sehenkel 
einführen,  wenn  ich  überall  den  Zusatz  „für  den  Greuzstrahl  /,'• 
anbringe,  und  erhalte  somit  zwischen  den  Strahlen  eines  Büschels 
genau  dieselben  Relationen,  welche  für  die  Punkte  einer  geschlos- 
senen Linie  in  den  Sätzen  a  bis  1  des  §  l  ausgesprochen  wurden. 
Es  genügt  diejenigen  Relationeu  anzugeben,  welche  den  Sät/.m 
19. — 23.  des  §  1   entsprechen. 

Liegen  die  Strahlen  e,  f,  </,  k  in  einem  Büschel ,  so  werden  • 
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weder  fg  durch  eh  getrennt,  oder  ge  durch  flc,  oder  ef  durch  gh, 
und  zwar  schliesst  jede  dieser  Lagen  die  beiden  andern  aus. 

Liegen  die  Strahlen  e,  f,  1c  in  einem  Büschel,  so  kann  man  in 
ihm  den  Strahl  g  so  wählen,  dass  ef  durch  gh  getrennt  werden. 

Sind  in  einem  Strahlenbüschel  die  Strahlen  ef  durch  eines  der 
Paare  gh  und  hh  getrennt,  durch  das  andere  aber  nicht,  so  sind  ef 
durch  gh  getrennt  In  den  anderen  Fällen  werden  ef  durch  gh 
nicht  getrennt. 

Werden  in  einem  Strahlenbüschel  die  Strahlen  ef  durch  glc  ge- 
trennt, so  werden  auch  glc  durch  ef  getrennt. 

§  4.    Vom  Ebenenbtischel. 

Wenn  die  Punkte  A  und  B  ausserhalb  der  Ebene  P  liegen, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden :  die  Ebene  P  schneidet  ent- 
weder die  Gerade  AB  zwischen  A  und  B,  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  sagt  man:  die  Ebene  P  geht  zwischen  A  und  B  hindurch, 
oder:  die  Punkte  A  und  B  liegen  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Ebene  P;  im  zweiten  Falle  sagt  man:  die  Punkte  A  und  B 
liegen  auf  derselben  Seite. der  Ebene  P.  Für  drei  Punkte 
A,  B,  C  ausserhalb  der  Ebene  P  gelten  folgende  drei  Sätze. 

Liegen  A  und  B  auf  derselben,  A  und  C  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  P,  so  liegen  B  und  C  auf  verschiedenen  Seiten. 
Sind  nämlich  A,  B,  C  in  einer  Geraden  g  gelegen,  so  trifft  P  die 
Gerade  g  zwischen  A  und  (7,  aber  nicht  zwischen  A  und  B;  folg- 
lich geht  P  zwischen  B  und  C  hindurch.  Sind  dagegen  die  drei 
Punkte  A,  B,  C  zur  Bestimmung  einer  Ebene  ABC  geeignet,  so 
haben  die  Ebenen  P  und  ABC  einen  in  der  Geraden  AC  zwischen 
A  und  C  gelegenen  Punkt  gemein,  mithin  eine  Gerade  m;  diese 
geht  zwischen  A  und  C  hindurch,  nicht  aber  zwischen  A  und  B\ 
folglich  geht  m  zwischen  B  und  C  hindurch. 

Daraus  folgt  ohne  Weiteres:  Liegen  A  und  B,  ebenso  A  und  C 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  P,  so  liegen  auch  B  und  C  auf  der- 
selben Seite. 

Liegen  A  und  B,  ebenso  A  und  C  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Ebene  P,  so  liegen  B  und  C  auf  derselben  Seite.  —  Beweis: 
Wenn  A,  B,  C  in  einer  Geraden  g  liegen,  so  wird  g  von  der  Ebene 
P  zwischen  A  und  B  getroffen,  zugleich  auch  zwischen  A  und  C, 
also  nicht  zwischen  B  und  C.  Wird  dagegen  durch  A,  B,  C  eine 
Ebene  bestimmt,  so  haben  die  Ebenen  P  und  ABC  einen  zwischen 
A  und  B  gelegenen  Punkt  der  Geraden  AB  und  einen  zwischen 
A  und  C  gelegenen  Punkt   der  Geraden  AC  gemein,   folglich   eine 
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Gerade,   welche  zwischen   A   und    /»'  und  'zwischen    .1   and   C  hin- 
durchgeht; diese  Gerade  gehl  nicbl  zwischen  />'  und  C  bindunh. 

Wenn   ö    eine  Gerade,    .1   einen    Pnnkl  elben 

bedeutet,  und  man  nimmt  in  «Irr  Ebene  AQ  einen  Pnnkl  n  mi(   .1 
auf  derselben  Seite  von  (7,  bo  kann  man  sagen:  a  liegt  im  Bchenkel 
f.'.l;   man   nennt  auch  /l   ••inen   ,,1'inilvt   dei  Bchenkel     <>.\-  und 
darf  A  bei  der  Bezeichnung  des  Schenkels  durch  jeden  Pnnkl 
Beiben   ersetzen.      Liegt    die    Gerade    ö    in    der    ESbene    P, 
alle  Tunkte  des  Schenkels  (3  A  auf  derselben  Seite  ron   /'.  — 

Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  s  hindurchgehen,  werden 
ein  Ebenenbündel  genannt;  der  Punkt  s  heiasi  der  Scheitel 
Mittelpunkt  des  Bündels.  Gehen  die  Ebenen  /'.  Qt  /.'.  -  durch 
den  Punkt  .v,  so  kann  man  sagen:  die  Ebene  8  liegt  im  Bfindel 
PQJi,  wenn  die  Ebenen  P,  Qf  11  nur  emen  Punkt  gemein  haben; 
auch  P,  Q,  11  werden  „Ebenen  des  Bündels  PQ  II"  genannt.  Zur 
Bezeichnung  des  Bündels  dienen  irgend  drei  ihm  angehörige  Ebenen, 
welche  nur  einen  Punkt  gemein  haben ;  mau  kann  aber  das  Büudel 
PQJR  auch  durch  den  für  den  Scheitel  eingeführten  Buchstaben 
bezeichnen. 

Ebenen,  welche  (mehr  als  einen  Punkt,  mithin)  eine  Gerade  G 
gemein  haben,  werden  ein  Ebenenbüschel  genannt;  die  Gerade 
G  heisst  die  Axe  des  Büschels.  Gehen  die  Ebenen  P,  Q,  11 
durch  die  Gerade  G,  so  sagt  man:  Die  Ebene  B  liegt  im  Büschel 
PQ,  im  Büschel  G,  u.  s.  w. 

Sind  P,  Q,  li  Ebenen  eines  Büschels  G,   ferner  GA  und  G3 
Schenkel  resp.  von  P  uud  Q  auf  verschiedenen    Seiten   der  Ebeue 
R,  ist  endlich  GC  der  Schenkel  von  P,   welcher  den  Schnittpunkt 
der  Strecke  AP   mit  li   enthält,   so   sagt  mau:   Der   Schenkel  GM 
liegt  zwischen  den  Schenkeln  GA  und  GP. 

Die  Schenkel  GA,  GP,  GC,  .  .  .  auf  den  Ebenen  des  Büschels 
können  ebenso  untersucht  werden,  wie  im  Strahlenbüschel  die  vom 
Scheitel  ausgehenden  Schenkel.  Werden  die  Punkte  A,  P,  ('  be- 
liebig angenommen,  so  ist  es  nicht  nöthig.  dass  von  den  drei  Schen- 
keln GA,  GP,  GC  einer  zwischen  den  beiden  andern  liegt;  davon 
abgesehen  gelten  dieselben  Beziehungen ,  wie  für  Punkte  in  eiuer 
Geraden.  Um  auch  die  eine  Ausnahme  zu  beseitigen,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend,  nur  Schenkel  auf  derselben  Seite  einer 
durch  G  gelegten  Ebene  zu  betrachten.  Es  seien  im  Büschel  G 
die  Ebenen  P,  Q,  P,  T  gelegen;  GA,  GP,  GC  seien  Schenkel 
resp.  von  P,  Q,  11  auf  derselben  Seite  von  T;  die  entgegengesetzten 
Schenkel  seien  GA',  GP',  GC.  Liegt  alsdann  der  Sehenkel  GC 
zwischen  den  Schenkeln  GA  und  GP,  so  wird  auch  G(     zwischen 
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GA'  und  6rP'  liegen;  wir  sagen:  Die  Ebene  R  liegt  zwischen 
den  Ebenen  P  und  Q  (Q  und  P)  bei  ausgeschlossener  T, 
oder:  für  die  Grenzebene  T,  und  finden,  dass  auch  T  zwischen 
P  und  Q  liegt  für  die  Grenzebene  R.  Man  sagt,  P  und  Q  werden 
durch  R  und  T  (oder  T  und  R)  getrennt,  und  kann  die  folgen- 
den Sätze  aufstellen : 

Liegen  die  Ebenen  P,  Q,  P,  T  in  einem  Büschel,  so  werden 
entweder  QR  durch  FT  getrennt,  oder  RP  durch  QT,  oder  PQ 
durch  R  T,  und  swar  schliesst  jede  dieser  Lagen  die  beiden  andern  aus. 

Liegen  die  Ebenen  P,  Q,  T  in  einem  Büschel,  so  kann  man  in 
ihm  die  Ebene  R  so  wählen,  dass  PQ  durch  RT  getrennt  werden. 

Sind  in  einem  Ebenenbüschel  die  Ebenen  PQ  durch  eines  der 
Paare  RT  und  ST  getrennt,  durch  das  andere  aber  nicht,  so  werden 
PQ  durch  RS  getrennt.  In  den  andern  Fällen  werden  PQ  durch 
RS  nicht  getrennt. 

Werden  in  einem  Ebenenbüschel  die  Ebenen  PQ  durch  RT  ge- 
trennt, so  werden  auch  R  T  durch  P  Q  getrennt.  — 

Die  Eigenschaften  des  Strahlenbüschels  und  des  Ebenenbüschels 
hängen  mit  einander  innig  zusammen. 

Es  seien  e  und  f  Strahlen  in  derselben  Ebene  U  und  durch 
den  Punkt  M,  ferner  P  und  Q  Ebenen  resp.  durch  e  und  f  (von 
U  verschieden),  endlich  Cr  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  P  und 
Q.  Dann  kann  man  das  Strahlenbüschel  ef  und  das  Ebenenbüschel 
'PQ  auf  einander  beziehen,  indem  man  jedem  Strahl  des  ersteren 
die  ihn  enthaltende  Ebene  des  letzteren  zuordnet,  und  ist  dadurch 
im  Stande,  Eigenschaften  von  Strahlen  des  Büschels  e-f  auf  die 
zugeordneten  Ebenen  des  Büschels  G  und  umgekehrt  zu  übertragen. 
Wählt  man  in  e  den  Punkt  A  beliebig,  so  sind  alle  Punkte  des 
Schenkels  MA  im  Schenkel  GA  der  zugeordneten  Ebene  P  ent- 
halten; man  kann  dem  Schenkel  MA  des  Strahls  e  den  Schenkel 
GA  der  Ebene  P  zuordnen.  Wenn  in  der  Ebene  U  der  Schenkel 
MC  zwischen  MA  und  MB  liegt,  so  liegt  auch  der  Schenkel  GC 
zwischen  GA  und  GB,  und  umgekehrt.  Der  Strahl  MC  werde 
mit  g,  die  Ebene  GC  mit  R  bezeichnet;  überdies  werde  im  Büschel 
ef  ein  vierter  Strahl  h,  im  Büschel  PQ  die  zugeordnete  Ebene  T 
angenommen.  Liegen  alsdann  die  Schenkel  MA,  MB,  MC  auf 
derselben  Seite  von  Tc,  so  liegen  die  Schenkel  GA,  GB,  GC  auf 
derselben  Seite  von  T,  und  umgekehrt. 

Liegen  die  Schenkel  MA,  MB,  MC  auf  derselben  Seite  von 
k  und  zwar  der  Schenkel  MC  zwischen  den  beiden  andern,  d.  h. 
werden  die  Strahlen  ef  durch  g~k  getrennt,  so  werden  die  Ebenen 
PQ  durch  RT  getrennt.    Auch  hiervon  ist  die  Umkehrung  richtig. 
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Zwei  Geraden  /,  m  in  einer  Ebem    bestimmen,    obald  • 
Punkt  gemein    haben,   ein   Strahlenbündel  ////.     Nimmt    man   einen 
Punkt  A  ausserhalb  der  Ebene  Im,    »o  entsteh!   die  Kord« 
mit  <l«'in  Scheite]  des  Bündel«  Im  durch   eine  Gerade  zu  verbinden, 
(1.  Ii.   durch    A   den   Strahl   des    Bündels   Im   zu   legen.     I1 
derung    kann    ohne    Benutzung    des    8cheitels    erfüll!    werden;    die 
Ebenen  AI  und  Am  haben,   uämlich   eine  Gerade  /  gemein,   und  X 
ist  der  durch  A  gebende  Strahl  i\r.~.  Bündels  Im. 

Wenn  die  Geraden  l  und  m  in   einer  Ebene  verlaufen, 
diese    Construction   immer    ausführbar,    gleichviel    ob    dm   Exi 

eines  Durchschnittspnnktes  von  l  und  m  bekannt  i-t  oder  nicht. 
Wird  aber  noch  ein  Punkt  B  ausserhalb  der  Ebenen  Im.  AI  und 
Am  angenommen  und  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  Jll  um) 
Jim  mit  fi  bezeichnet,  so  werden  Ebenen  kB  und  uA  bestimmt; 
wenn  /  und  m  sich  in  S  schneiden,  so  fallen  die  Ebenen  /.  />'  und 
pA  mit  der  Ebene  A1JC  zusammen,  d.h.  die  Strahlen  k  und  u  in 
eine  Ebene;  man  kann  nun  /eigen,  dass  k  und  u  auch 
dann  in  einer  Ebene  liegen,  wenn  an  den  Geraden  /  und 
m  keine  D u  r c h s c h n e i d u n g  n a c h  w e i s b a r  ist. 

Wir  haben  zunächst  in  einer  Ebene  die  Geraden  /  und  m.    Aul' 
l  wählen   wir   die  Punkte  A  und  B  beliebig   und  nehmen  an,    dass 

m  durch  keinen  Punkt  der  Strecke 
AB  hindurchgeht;  wählt  man  dann 
in  der  Ebene  Im  den  Punkt  ('. 
ausserhalb  /  und  m,  nicht  mit  .1 
und  11  auf  derselben  Seite  von  m, 
so  wird  die  Gerade  AC  /wischen 
A  und  C,  etwa  in  D,  und  die 
Gerade  BC  zwischen  B  und  (. 
etwa  in  E,  von  m  getroffen.  Es 
liegen  C  und  1>  auf  derselben  Seite 
der  Geraden  AE,  aber  B  und  C 
auf  verschiedenen,  folglich  B  und 
D  auf  verschiedenen,  d.  h.  die  Ge- 
raden AE  und  BT)  begegnen  sich 
in  einem  Punkte  E  /.wischen  />' 
und  1),  der  zugleich  /.wischen  A 
und  E  liegen  muss.  üa  A  und  D  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
CF  liegen,  B  und  J)  auf  verschiedenen,   folglich  .1   und  ./>  auf  ver- 

PASOH,  Vorlesungen.  I! 
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. schiedenen ,  so  begegnen  sich  die  Geraden  l  und  CF  in  einem 
Punkte  G. 

Auch  l  und  A  sollen  in  einer  Ebene  liegen,  aber  nicht  ImX 
in  derselben  Ebene.  Ich  nehme  an,  dass  auch  A  der  Strecke  AB 
nicht  begegnet,  wähle  in  der  Ebene  IX  den  Punkt  F\  ausserhalb 
l  und  A,  nicht  mit  A  und  B  auf  derselben  Seite  von  A,  und  be- 
zeichne mit  E'  den  Durchschnittspunkt  von  A  und  J..F',  mit  B' 
den  von  A  und  BF',  mit  0'  den  von  AD'  und  ,Z?i?'.  Es  liegt  E' 
zwischen  A  und  .F',  D'  zwischen  B  und  _F'7  C  zwischen  A  und 
D',  auch  C  zwischen  B  und  F' .  Die  Geraden  0(7,  DD',  FE', 
FF'  nenne  ich.  resp.  c,  d,  e,  f;  keine  drei  liegen  in  einer  Ebene, 
aber  die  Paare  cd,  ce,  df,  ef  je  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich, 
überdies;  denn  A  und  B'  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  c, 
A  und  B  auf  derselben  Seite,  folglich  B  und  D'  auf  verschie- 
denen, u.  s.  w.  Wenn  nun  m  und  A  einer  Ebene  angehören,  so 
gehen  die  Geraden  CF  und  C F'  durch  einen  Punkt,  nämlich  G. 
Denn  in  der  Ebene  mX  verlaufen  dann  die  Geraden  d  und  e,  nicht 
aber  c  oder  /";  folglich  ist  der  Punkt  cd  mit  ce,  df  mit  ef  identisch, 
und  es  existirt  ein  Punkt  de,  durch  welchen  c  und  f  hindurchgehen, 
mithin  eine  Ebene  cf,  welche  die  Punkte  0,  F,  C,  F'  enthält ;  der 
Punkt  G  liegt  in  den  Ebenen  IC  und  CFG',  also  in  ihrer  Durch- 
schnittslinie CF'.  Umgekehrt:  Schneiden  sich  die  Geraden  CF 
und  C  E' ,  so  gehören  m  und  X  einer  Ebene  an.  Denn  es  geht 
dann  eine  Ebene  durch  die  Punkte  0,  F,  C,  F',  oder  durch  die 
Strahlen  c  und  f;  da  d  und  e  von  der  Ebene  cf  ausgeschlossen 
sind,  so  fällt  der  Punkt  cd  mit  df,  der  Punkt  ce  mit  ef  zusammen 
in  einen  Punkt  cf  oder  de,  und  die  Punkte  B,  E,  B',  E'  fallen  in 
eine  Ebene. 

Nunmehr  kann  ich  folgenden  Satz  beweisen :  Wenn  die  Strahlen- 
paare Im,  IX,  mX,  l[i,  mfi  je  durch  eine  Ebene  verbunden  werden, 
die  Ebene  Im  aber  weder  X  noch  p  enthält,  so  wird  auch  X  mit  fi 
durch  eine  Ebene  verbunden.  Die  bisherigen  Bezeichnungen  werden 
beibehalten;  wenn  m  oder  A  oder  fi  der  Strecke  AB  begegnet,  so 
haben  l,  m,  X,  ft  einen  Punkt  gemein,  mithin  A  und  ft  eine  Ebene; 
es  ist  daher  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten,  wo  weder  l  noch  A 
noch  (.i  der  Strecke  AB  begegnen.  In  der  Ebene  l{i  wähle  ich 
den  Punkt  F",  ausserhalb  l  und  [t,  nicht  mit  A  und  B  auf  der- 
selben Seite  von  (i,  und  construire  E"  als  Durchschnittspunkt  von 
[i  mit  AF",  B"  als  Durchschnittspunkt  von  ft  mit  BF",  C"  als 
Durchschnittspunkt  von»  AB"  mit  BE".  Da  m  und  A  in  einer 
Ebene  vorausgesetzt  sind,  so  gehen  die  Geraden  CF  und  C F' 
durch  O;   da  m  und  ^  ebenfalls   in  einer  Ebene  vorausgesetzt  sind, 
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ho  geben   auch   die   Geraden   CF  and    (     /      durch   G  hier- 

nach« die  Geraden  CF'  and  (  '/"    neb     cbneiden 
Ebene  Aju,. 

In    Folge  die  itzes   hat   et    sieb  als  rortheilhafi 

bewährt,  d «■  < ■  Begriff  des  Strahlenbündels  entsprechend 
zu  erweitern.  Wenn  die  Strahlen  efg  paarweise  durch  «in« 
Ebene  verbunden  werden,  aber  oich.1  alle  drei  durch  eine  Ebene, 
oder  wenn  die  Strahlen  efg  in  einer  Ebene  enthalten  sind  and  mit 
einer  von  ihrer  Kln-ne  ausgeschlossenen  Geraden  durch  Ebenen 
bunden  werden  können,  so  sagt  man  ohne  Rücksicht  darauf,  wie 
es  sich  mit  den  Durchschneidungen  verhalten  mag:  '/  liegi  in; 
Bündel  ef,  g  ist  ein  Strahl  des  Bündels  ef  a.  9.  w.;  auch  <  und  / 
heissen  wieder  -„Strahlen  <h^  Bündele  efu.  Schneiden  Bich  <  and 
/',  so  geht  g  durch  den  Punkt  ef  und  ist  ein  Strahl  des  Bündels 
ef  in  dem  bisherigen,  dem  „eigentlichen"  Sinne,  oder  kürzer:  ein 
Strahl  des  eigentlichen  Strahlenbündels  ef,  welches  noth- 
wendig  einen  Scheitel  besitzt. 

Liegen  die  Strahlen  g  und  h  im  Bündel  cf,  so  lieget 
einer  Ebene.  Beweis:  Vorausgesetzt  ist  die  Existenz  der  El 
cf,  cg,  fg,  eh,  fh.  Der  Fall,  wo  sowohl  efg  als  efh  je  in  einer 
Ebene  liegen;  erledigt  sich  von  selbst;  der  Fall,  wo  weder  efg 
noch  efh  in  einer  Ebene  liegen,  erledigt  sich  sofort  durch  den 
letzten  Lehrsatz.  Nehmen  wir  also  au,  dass  etwa  efg  in  einer 
Ebene  liegen,  aber  nicht  efh)  ein  gewisser  Strahl  /.  ausserhalb  der 
Ebene  ef  lässt  sich  dann  mit  jedem  der  Strahlen  efg  durch  eine 
Ebene  verbinden;  nach  dem  letzten  Satze  giebt  es  eine  Ebene  hk, 
welche  mindestens  eine  der  Geraden  ef  ausschliesst,  etwa  e\  da  die 
Strahlen  g  und  h  jetzt  im  Bündel  ek  liegen,  ohne  in  die  Ebene 
ek  zu  fallen,  so  findet  der  erwähnte  Satz  auf  sie  wieder  Anwendung. 

Liegen  die  Strahlen  g  und  h  imBündel  ef,  so  liegen  c  und  f  im  Bän- 
del gh.  Beweis:  Die  Strahlen  efgh  liegen  paarweise  in  einer  Ebene. 
Geht  nun  die  Ebene  cf  weder  durch  g  noch  durch  h,  so  liegt  ent- 
weder c  ausserhalb  der  Ebene  gh,  oder  cgh  in  einer  Ebene,  dann 
aber  f  ausserhalb  dieser  Ebene;  beidemal  ist  e  ein  Strahl  des  Bün- 
dels gh,  ebenso  /'.  Sind  efg  in  einer  Ebene,  nicht  aber  efh,  bo 
sind  auch  cgh  nicht  in  einer  Ebene,  d.  h.  c  im  Bündel  gh,  ebenso/1. 
Sind  endlich  efgh  in  einer  Ebene,  so  lässt  sich  eine  gewisse  Gerade 
/>•  ausserhalb  der  Ebene  cf  mit  jedem  der  Strahlen  e,  f,  g  durch 
eine  Ebene  verbinden;  da*/.-  im  Bündel  ef,  so  lässt  sich  /.•  auch  mit 
h  durch  eine  Ebene  verbinden,  und  man  erkennt  wieder  i  und  / 
als  Strahlen  des  Bündels  gh. 

Ist  c    ein  von  f  verschiedener  Strahl  des  Bündels  ef,  so  fällt 
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das  Strahlenbündel  cf  mit  e'f  zusammen.  Beweis:  Bedeutet  g  einen 
Strahl  des  Bündels  ef,  so  ist  g  entweder  von  e  verschieden»  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  liegt  f  im  Bündel  ge,  d.h.  g  im  Bündel  e'f- 
im  zweiten  Falle  wird  g  ebenfalls  ein  Strahl  des  Bündels  e'f  ge- 
nannt. Jeder  Strahl  des  Bündels  ef  gehört  also  zum  Bündel  e'f. 
Ebenso  gehört  umgekehrt  jeder  Strahl  des  Bündels  e'f  zum  Bündel 
ef,  da  e  ein  von  f  verschiedener  Strahl  des  Bündels  e'f  ist. 

Sind  e  und  f  beliebige  Strahlen  des  Bündels  ef,  so  sind  die 
Bündel  ef  und  e'f  identisch.  Beweis:  Der  Strahl  e  ist  mindestens 
von  einem  der  Strahlen  e  und  f  verschieden,  etwa  von  /";  die 
Bündel  ef  und  e'f  fallen  dann  mit  einander  zusammen,  weiter  auch 
die  Bündel  e'f  und  e'f. 

Bei  der  Angabe  des  Bündels  ef  darf  ich  hiernach  e  und  f 
durch  beliebige  Strahlen  des  Bündels  ef  ersetzen.  Wir  werden  zur 
Bezeichnung  eines  Strahlenbündels  bisweilen  einen  besonderen  Buch- 
staben benutzen;  wenn  das  Bündel  einen  Scheitel  besitzt  (eigent- 
liches Strahlenbündel),  so  wählen  wir  für  Bündel  und  Scheitel  den- 
selben Buchstaben,  so  dass  jede  Bezeichnung  des  Bündels  auch  Be- 
zeichnung des  Scheitels  ist.  Durch  zwei  beliebige  Strahlen  e  und  f 
in  einer  Ebene  kann  man  ein  Bündel  legen.  Ein  solches  Bündel 
kann  mit  ef  bezeichnet  werden.  Jedes  Bündel  ist  durch  zwei  be- 
liebige ihm  angehörige  Strahlen  bestimmt.  —  Auch  beliebig  viele 
Strahlen  eines  Bündels  werden  ein  Strahlenbündel  genannt.  Solche 
Strahlen  werden  paarweise  durch  Ebenen  verbunden;  umgekehrt 
jedoch  ist  diese  Eigenschaft  nur  dann  entscheidend,  wenn  die  Strahlen 
nicht  durch  eine  einzige  Ebene  verbunden  werden  können.  Liegen 
die  Strahlen  in  einer  Ebene,  so  muss  es  möglich  sein,  jeden  von 
ihnen  mit  einer  und  derselben  ausserhalb  ihrer  Ebene  befindlichen 
Geraden  durch  eine  Ebene  zu  verbinden.  Demnach  sind  Strahlen, 
welche  paarweise  durch  eine  Ebene  verbunden  werden ,  aber  nicht 
in  einem  Bündel  liegen,  allemal  in  einer  Ebene  enthalten. 

Strahlen,  welche  in  einer  Ebene  und  zugleich  in  einem  Bündel 
liegen,  werden  ein  Strahlenbüschel  genannt,  und  insbesondere 
ein  eigentliches  Strahlenbüschel,  wenn  sie  einen  Punkt  ge- 
mein haben.  Liegen  efg  in  einem  Büschel,  so  sagen  wir:  g  liegt 
im  Büschel  ef  u.  s.  w.  Zur  Bezeichnung  des  Büschels  in  diesem 
Sinne  darf  man  zwei  beliebige  von  seinen  Strahlen  benutzen,  einen 
einzelnen  Buchstaben,  nämlich  den  für*  das  Bündel  eingeführten, 
nur  dann,  wenn  die  Ebene  besonders  angegeben  ist. 

Ziehen  wir  jetzt  zwei  Strahlenbündel  S  und  T  in  Betracht.  Es 
wird  vorkommen,  dass  beide  Bündel  einen  Strahl  g  enthalten;  denn 


;'..     Vom    hU-.i.M.bÜ!id«:l. 

wenn  eine  Gerade g  gegeben  ist,   jo  kann  man  B 

mit  ihr  construiren  i  aber  ein   z  rahl   /'   i 

niemals  in  T  gelegen.    Der  Strahl  g  isi  durch  die  An 
zu  den  Bündeln  8  und  T  gehört,  eindeutig  bestimmt;   ich  will  ihn 
dahev  mii  ST  oder  TB  bezeichnen,   gleichviel   ob  8  and    '/ 
Punkte   vorstellen    oder    nicht.     I  m    die   Ausdrucl  liehst 

ebenso  einzurichten,  wie  wenn  8  and  T  Punkte  wären,  will  ich 
sagen:  S  isi  «'in  Strahlenbündel  der  Geraden  g,  dai  Bündel 
8  gehört  zur  Geraden  //,  u.  b.  w.  h<nni  ist  jedi  QeracU  durch 
beliebige  von  ihren  StrahdSnbündeln  bestimmt.  Sann  man  aber  in 
zwei  beliebige  Strahlenbünde]  allemal  eine  Gerade  legen?  Die» 
Frage  können  wir  schon  jetzt  beantworten,  wenn  l»-i  einem  der 
gegebenen  Bündel  ein  Scheitel  bekannl  ist,  etws  bei  '/':  im  Bündel 
8  nimmt  man  zwei  Strahlen  an,  /  und  m,  nicht  mit  dem  Pun 
in  einer  Ebene,  und  erhält  den  Strahl  ST  als  Durchschnittslinie 
der  Ebenen  IT  und  mT.  In  ein  beliebiges  und  ein  eigentliches 
Strahlenbündel  kann  man  stets  eine  Geradi  legen.  Aber  in  dem 
andern  Falle  können  wir  hier  keine  Antwort  ertheilen. 

Indem  wir  dazu  übergehen,  drei  Strahlenbünde]  S,  T,  ü  zu 
betrachten,  müssen  wir  uns  von  vornherein  auf  den  Fall  beschran- 
ken, wo  wenigstens  für  eines  derselben  ein  Scheitel  bekannt  ist, 
etwa  für  U.  Die  Strahlen  SU  und  TU,  welche  alsdann  immer 
existiren  und  bestimmt  sind,  haben  einen  Punkt  gemein,  und  man 
kann  durch  sie  eine  Ebene  legen.  Damit  diese  Ebene  nicht  unbe- 
stimmt bleibe,  müssen  wir  voraussetzen,  dass  die  Strahlen  SU  und 
TU  von  einander  verschieden,  d.  h.  dass  S,  Ty  U  nicht  Bündel 
einer  Geraden  sind.  Ich  will  die  Strahlen  SU,  TU  resp.  mit  >  .  / 
und  die  Ebene  ef  mit  P  bezeichnen.  Die  Beziehung  der  Ebene  P 
zum  Bündel  U  ist  folgende:  P  geht  durch  den  Scheitel  des  Bündels 
U\  wenn  ich  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Ebene  P  mit  U  ver- 
binde, so  ist  der  Strahl  A  U  in  der  Ebene  P  enthalten.  In  ähn- 
licher Beziehung  steht  die  Ebene  P  zum  Bündel  S.  Sie  ist  durch 
einen  Strahl  e  des  Bündels  gelegt;  nehme  ich  nun  in  P  den  Punkt 
B  beliebig  (nicht  ine)  und  bezeichne  den  Strahl  BS  mit  </.  bo 
existirt  eine  Ebene  eg  und  fällt  mit  eB  zusammen,  d.  h.  g  ist  eine 
Gerade  von  P;  für  jeden  Punkt  B  der  Ebene  P  (der  nicht  Scheitel 
von  8  ist)  fällt  also  der  Strahl  BS  ganz  in   P. 

Sobald  die  Ebene  P  einen  Strahl  des  Strahlen  bündeis  S  ent- 
hält, wollen  wir  sagen:  8  ist  ein  Strahlenbündel  der  Ebene 
P.  Dann  ist  die  soeben  gemachte  Bemerkung  folgendermasaen 
auszudrücken:  Wenn  B  ein  Punkt  und  S  ein  Strahlenbündel  der 
Ebene  P  ist,   so  liegt  die  Gerade   B8  in    der   Ebene  P.     Und  wir 
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schliessen  aus  der  Definition:  Ist  g  eine  Gerade  der  Ebene  P,  so 
ist  jedes  Bündel  von  g  ein  Bündel  von  P. 

Wir  müssen  jetzt  die  Bündel  S,  T,  U  Bündel  der  Ebene  P 
nennen,  welche  durch  die  Strahlen  e  und  f  gelegt  worden  ist.  In 
zwei  beliebige  und  ein  eigentliches  Strahlenbündel  kann  man  stets 
eine  Ebene  legen.  Eine  solche  Ebene  muss  (bei  der  vorigen  Bezeich- 
nung) die  Strahlen  S  U  und  T  U  enthalten ,  welche  von  einander 
verschieden  sind,  wenn  die  Bündel  S,  T,  U  nicht  zu  einer  Geraden 
gehören.  Eine  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  von  ihr  zwei  belie- 
bige und  ein  eigentliches  Strahlenbündel  kennt  und  die  drei  Bündel 
nicht  zu  einer  Geraden  gehören.  Sind  S,  T,  U  solche  Bündel,  so 
bezeichne  ich  die  durch  sie  bestimmte  Ebene  mit  STU.  Wenn 
bei  keinem  der  drei  Bündel  ein  Scheitel  bekannt  ist,  so  können  wir 
hier  nicht  entscheiden,  ob  sie  Bündel  einer  einzigen  Ebene,  über- 
haupt Bündel  einer  Ebene  sind. 

Es  hat  sich  vorhin  ergeben,  dass  eine  Gerade,  welche  mit  einer 
Ebene  einen  Punkt  und  ein  Bündel  gemein  hat,  ganz  in  der  Ebene 
liegt.  Dieser  Satz  lässt  sich  dahin  erweitern,  dass  jede  Gerade  g, 
welche  mit  einer  Ebene  P  zwei  Bündel  S  und  T  gemein  hat,  zur 
Ebene  P  gehört.  Nehme  ich  in  der  That  den  Punkt  A  in  der 
Ebene  P  beliebig  (ausserhalb  g) ,  so  ist  der  Strahl  AS  von  g  ver- 
schieden und  bestimmt  mit  g,  da  beide  im  Bündel  S  liegen,  eine 
Ebene,  zu  welcher  die  Bündel  A,  S  und  T  gehören,  d.  i.  die  Ebene 
AST,  welche  mit  P  identisch  ist;  folglich  ist  g  eine  Gerade  von  P. 

In  ein  Strahlenbündel  S  und  durch  eine  Gerade  g  kann  man 
stets  eine  Ebene  legen.  Denn  sind  A  und  B  Punkte  von  g,  so  kann 
man  in  die  Bündel  A,  B  und  S  eine  Ebene  legen.  Eine  Ebene 
ist  bestimmt,  wenn  man  von  ihr  eine  Gerade  g  und  ein  nicht  zu  der 
Geraden  gehöriges  Bündel  S  kennt.  Denn  sie  enthält  (bei  der  vorigen 
Bezeichnung)  die  Bündel  A,  B  und  S. 

Zwei  Geraden,  ivelche  ein  Bündel  gemein  haben,  lassen  sich  stets 
durch  eine  Ebene  verbinden. 

Fügen  wir  noch  hinzu :  Jede  Ebene  ist  durch  zivei  beliebige  von 
ihren  Geraden  bestimmt,  und:  Wenn  zwei  Ebenen  ein  eigentliches 
Bündel  gemein  haben,  so  haben  sie  eine  Gerade  gemein,  so  sind  jetzt 
die  Beziehungen  zwischen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen,  welche 
die  Sätze  4.  5.  des  ersten  und  2. — 9.  des  zweiten  Paragraphen  ent- 
halten, in  Beziehungen  zwischen  Strahlenbündeln,  Geraden  und 
Ebenen  verwandelt.  Man  sieht,  dass  nicht  überall  den  Punkten 
beliebige  Strahlenbündel  substituirt  werden  können;  wo  ein  Punkt 
gegeben  ist,  hat  «man  nicht  bloss  ein  Strahlen bündel,  sondern  an 
diesem    auch  einen   Scheitel;    mit  dem   eigentlichen  Strahlenbündel 


brahlenbfiad 

wird   daher    i  Fällen    mehr   erreicht.     And 

rieh  da,  wo  die  Existenz  von  Punkten  ermittel!   wn 

man  nicht  nach  einem  Punkte,    sondern    na<  h   ein» 
und   darauf  verzichtet,   über   den  Scheitel   des    Bündel 
znstellen,    so  erhall    man  eine  Antwort  in  eil  illen,   wi 

Frage  nach  einem  eigentlichen  Bündel  unbeantwortet  bli 

Von   zwei   Geraden   in   einer   Ebene,   oder    ron    einer 
und  einer  Ebene  konnten  wir  nicht  behaupten,  d.< 
in   einem    Punkte  schneiden.     Aber  ein   Strah 

den  in  einer  Eben*  stets  gemein,     Und:  Ein   sw", 

Gerade  g    mit   der  Eben    I'  aüei  denn    ist   A 

Punkt  der  Ebene  V  ausserhalb  der  Geraden  //.  so  geht  durch  Ä 
eine  Gerade  A,  welche  zu  den  Ebenen  gA  und  P  gehört,  also  durch 
(j  und  h  ein  Strahlenbündel,  welches  zu  g  und  P  gehört. 

Wir  konnten  nicht  behaupten,  dasa  zwei  Ebenen  immer  Pun 
gemein  haben,  oder  dass  drei  Ebenen  stets  durch  einen  Punkt  geben, 
selbst   wenn  sie  sich  paarweise  durchschneiden.      Aber 
liehe  Strdhli  nbündel  l  Ebenen  P 

n;  denn  ist  g  eine  Gerade  von  V<  so  giebt  es  ein  Bündel, 
welches  zu  (j  und  P,  mithin  zu  V  und  Q  gehört.  Freilich  bleibt 
es,  so  lange  kein  gemeinsames  eigentliches  Bündel  bekaunt  ist, 
unentschieden,  ob  die  Ebenen  eine  Gerade  gemein  haben,  d.  h.  ob 
die  gemeinsamen  Bündel  zu  einer  Geraden  gehören.  Und:  Drei 
Ebenen  P,  Q,  R  haben  ein  Strahlenbündel  gemein,  m 
ihnen,  Q  und  II,  sielt  durchsehneiden;  denn  die  Ebene  P  hat  mit 
der  Geraden  Q 1!  ein  Bündel  gemein,  und  alle  LUindel  der  Geraden 
QU  sind  Bündel  von  Q  und  IL 

Von  dem  Versuche,  Strahlenbündel  für  die  Punkte  einzuführen, 
werden  die  oben  nicht  genannten  [Satze  der  beiden  ersten  Para- 
graphen nicht  berührt.  In  diesen  Sätzen  tritt  ein  auf  drei  Punkte 
einer  Geraden  bezüglicher  Begriff  auf,  der  sich  nicht  auf  beliebige 
Strahlenbündel  einer  Geraden  überträgt;  von  drei  Punkten  in  einer 
Geraden  ist  nämlich  allemal  einer  ..zwischen  den  beiden  andern'' 
gelegen.  Ich  könnte  bei  drei  eigentlichen  Strahlenbündeln  einer 
Geraden  mich  einer  entsprechenden  Ausdrucksweise  bedienen  ,  ich 
müsste  sie  jedoch  gleich  von  vornherein  auf  eigentliche  Bündel 
beschränken.  Demgemass  wird  die  Verallgemeinerung,  um  di 
sich  handelt,  sich  nicht  auf  solche  Sätze  eistrecken,  zu  deren  For- 
mulirung  jener  Begriff  oder  aus  ihm  abgeleitete  Begriffe  erforderlich 
sind.  Dagegen  dürfen  wir  für  alle  anderen  Sätze  von  jetzt  an  die 
Verallgemeinerungen  nehmen,  welche  wir  gewonnen  haben,  und  zu 
denen  noch  einige  neue  Sätze  hinzugetreten  sind. 


40  §  6-    Ausgedehntere  Anwendung  des  "Wortes  „Punkt". 


§  6.    Ausgedehntere  Anwendung  des  Wortes  „Punkt". 

Wir  könnten  auf  dem  Standpunkte,  den  wir  jetzt  einnehmen, 
das  Wort  „Punkt"  gänzlich  entbehren  und  statt  dessen  bloss  von 
Strahlenbündeln  (beliebigen  und  eigentlichen)  sprechen.  Wir  könn- 
ten  dann  eine  Reihe  von  Beziehungen,  zu  denen  wir  allmählich 
gelangt  sind,  in  eine  viel  geringere  Anzahl  von  Sätzen  zusammen- 
fassen. Aber  wenn  die  Darstellung  bei  einer  solchen  Aenderung 
an  Kürze  gewinnt,  so  würde  sie  zugleich  an  Anschaulichkeit  ver- 
lieren, da  das  Wort  „Strahlenbündel"  weit  complicirtere  Vorstel- 
lungen veranlasst,  als  zur  Auffassung  der  geometrischen  Entwicke- 
ln gen  nöthig  und  förderlich  ist. 

Dieser  Nachtheil  wird  vermieden,  wenn  man,  statt  den  Ge- 
brauch des  Wortes  Punkt  aufzugeben,  ihn  vielmehr  in  derselben 
Weise  ausdehnt,  wie  es  an  dem  Worte  „Strahlenbündel"  gezeigt 
worden  ist.  Wir  treffen  in  der  That  die  Bestimmung,  dass  das 
Wort  „Punkt"  nicht  mehr  in  der  bisherigen  Bedeutung  angewendet 
werden  soll,  dass  vielmehr  mit  der  Aussage  ,,das  Strahlen- 
bündel S  gehört  zur  Geraden  #"  fortan  gleichbedeutend 
sein  soll  die  Aussage  „der  Punkt  S  liegt  in  der  Geraden 
g ",  und  dass,  wo  das  Strahlenbündel  S  als  ein  eigentliches  bezeich- 
net wird,  auch  der  Punkt  S  ein  eigentlicher  Punkt  genannt 
werden  soll*).  Der  Ausdruck  „eigentlicher  Punkt"  wird  also  von 
nun  an  genau  dasjenige  bedeuten,  was  bisher  unter  Punkt  schlecht- 
weg verstanden  wurde;  dadurch  eben  wird  das  mit  keiner  näheren 
Bestimmung  versehene  Wort  „Punkt"  zu  allgemeinerer  Anwendung 
verfügbar. 

Liegt  der  Punkt  S  in  einer  Geraden  der  Ebene  P,  so  sagt 
man :  der  Punkt  S  liegt  in  der  Ebene  P.  Dies  ist  demnach  gleich- 
bedeutend mit  der  Aussage:  das  Strahlenbündel  S  gehört  zur 
Ebene  P. 

Derselbe  Vorgang  wiederholt  sich  in  der  Mathematik  bei  zahl- 
reichen ähnlichen  Gelegenheiten.  So  ist  man  nach  der  allmählichen 
Erweiterung  des  Begriffs,  welcher  mit  dem  Worte  „Zahl"  verbun- 
den wird,  genöthigt,  den  Ausdruck  „reelle  positive  ganze  Zahl" 
da  anzuwenden,  wo  im  Anfange  das  Wort  „Zahl"  ohne  Zusatz  ge- 
nügte;   man   niuss   die  Function,    auf  welche   das   Wort  „Potenz" 


*)  Vergl.  Staudt,  Geometrie  der  Lage  §  5,  wo  jedoch  als  uneigentliche 
Punkte  nur  die  sog.  unendlich  fernen  Punkte  der  Euklidischen  Geometrie  er- 
scheinen. In  umfassenderem  Sinne  hat  zuerst  Herr  F.  Klein  „uneigentliche" 
oder  „ideale"  Punkte  eingeführt,  Math.  Ann.  Bd.  4  S.  624,  Bd.  6  S.  131  u.  141. 
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sich  ursprünglich  bezog,  späterhin   eine  „Potenz   mit  reellem 
fciven  ganzen   Exponenten"  nennen,  u.  s.  w.     Kürzer  würde  man  rou 
„eigentlichen"  Zahlen,  „eigentlichen"    Potenzen   u     ,  ir. 
Wie  man  aber  nur  bei   reellen  Zahlen   die   einen  „gri  la  die 

andern   nennt,  bo  kann   in  <\<;r  Geraden   nur   bei   drei  eigentlichen 
Punkten  davon  die   Rede  Bein,    daea   einer  „zwischen   den    \x 
andern"   liegt.    Dieser   Begriff   und    vor   der    Hand    auch  all«-   mit 
seiner  Zuziehung  definirten  Begriffe   bleiben   mithin  auf  eigentliche 
Punkte   beschränkt.     Im   Uebrigen  jedoch    behalten    die   b 
Definitionen  und   Bezeichnungen    ihre  Gültigkeit     Man    sagt,   dase 
die  Geraden  <j  und  li  sich  schneiden,    .-«»bald    ein   (und   zwar  nur 
ein)  Punkt  in  beiden  liegt,  ohne  dass  ein  gemeinschaftlicher  ei( 
licher   Punkt    gefordert    wird;    man    nennt  Ebenen,    welche    einen 
beliebigen   Punkt  gemein   haben,   ein   Ebenenbündel,    diesen    Punkt 
den  Scheitel  des  Ebenenbündels  u.  s.  w. 

An  »Stelle  der  Sätze  4.  und  5.  des   ersten  und  2. — 9.  des  zwei 
teu  Paragraphen  treten  jetzt  die  folgenden. 

1.  Durch  einen  beliebigen  und  einen  eigentlichen  Punkt  kann 
man  stets  eine  Gerade  ziehen. 

2.  Jede  Gerade  ist  durch  zwei  beliebige  von  ihren  Punkten 
bestimmt. 

3.  Durch  zwei  beliebige  und  einen  eigentlichen  Punkt  kann 
man  stets  eine  Ebene  legen. 

4.  Jede  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  von  ihr  zwei  beliebige 
und  ein  eigentlicher  Punkt  gegeben  sind  und  diese  drei  Punkte 
nicht  in  gerader  Linie  liegen. 

5.  Eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein 
hat,  liegt  ganz  in  ihr. 

6.  Durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt  kann  mau  allemal  eine 
Ebene  legen. 

7.  Eine  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  von  ihr  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  kennt. 

8.  Durch  zwei  Geraden,  welche  einen  Punkt  gemein  haben, 
kann  man  immer  eine  Ebene  legen. 

9.  Jede  Ebene  ist  durch  zwei  beliebige  von  ihren  Geraden 
bestimmt. 

10.  Wenn  zwei  Ebenen  einen  eigentlichen  Punkt  gemein  haben. 
so  haben  sie  eine  Gerade  gemein. 

11.  Zwei  Geraden  in  einer  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 

12.  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 
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13.  Zwei  Ebenen  haben  stets  Punkte  gemein. 

14.  Drei  Ebenen,  von  denen  zwei  sich  in  einer  Geraden 
schneiden,  haben  stets  einen  Punkt  gemein.  — 

Eine  beliebige  Gruppe  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
werde  eine  Figur  genannt;  dabei  werden  nicht  bloss  eigentliche 
Punkte  zugelassen,  sondern  beliebige.  Jede  Figur  kann  erweitert 
werden.  Es  können  entweder  andere  Punkte,  Geraden,  Ebenen 
nach  Willkür  hinzutreten  oder  aus  der  Figur  weitere  Punkte  als 
Schnittpunkte  ihrer  Geraden  und  Ebenen,  weitere  Geraden  und 
Ebenen  durch  Verbindung  ihrer  Punkte  und  Geraden  abgeleitet 
(construirt)  werden.  Das  Gebiet  der  Construction  ist  aber  alle- 
mal ein  begrenztes,  in  welchem  man  ebene  Flächen,  gerade  Strecken 
und  eigentliche  Punkte  theils  gegeben  vorfindet,  theils  nach  irgend 
welchen  Vorschriften  mit  Benutzung  der  gegebenen  Stücke  ver- 
zeichnet. Wird  nun  im  Verlaufe  der  Construction  ein  Punkt  E 
als  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden  l  und  m  definirt,  zu  denen 
Strecken  jenes  Gebietes  gehören,  so  braucht  ein  solcher  Durch- 
schnittspunkt innerhalb  des  Gebietes  nicht  zu  existiren,  und  wenn 
er"  sich  dort  nicht  vorfindet,  so  sind  statt  seiner  bei  der  Fortsetzung 
der  Construction  die  ihn  darstellenden  Geraden  l  und  m  zu  ver- 
wenden. Aber  man  muss  beachten,  dass  die  Möglichkeit,  zwei 
Punkte  durch  eine  Gerade  oder  drei  Punkte  durch  eine  Ebene  zu 
verbinden,  nur  feststeht,  wenn  wenigstens  einer  von  ihnen  ein 
eigentlicher  Punkt  ist. 

Ob  ein  Punkt  im  Verlaufe  der  Construction  als  eigentlicher 
Punkt  resultirt  oder  nicht,  hängt  von  der  gegebenen  Figur  ab. 
Bis  jetzt  verfügen  wir  nur  über  ein  einziges  Mittel,  eine  solche 
Frage  zu  entscheiden;  dies  ist  der  10.  Lehrsatz  des  §  2,  der  im 
dritten  und  vierten*  Paragraphen  noch  andere  Fassungen  erhalten 
hat.  — 

Die  Figuren,  an  denen  wir  bisher  die  Ableitung  der  Lehrsätze 
verfolgen  konnten,  bestehen  aus  eigentlichen  Punkten,  geraden 
Strecken  und  ebenen  Flächen,  welche  die  Punkte,  Geraden  und 
Ebenen,  um  die  es  sich  handelt,  zur  Darstellung  bringen.  Ist  von 
drei  eigentlichen  Punkten  A,  B}  C  die  Rede,  welche  in  gerader 
Linie  liegen,  so  nimmt  man  in  die  Figur  eine  Strecke  auf,  zu 
welcher  A,  J5,  C  gehören;  soll  der  Punkt  C  zwischen  den  beiden 
andern  liegen,  so.  bringt  man  ihn  sogleich  in  entsprechender  Weise 
an,  u.  s.  w.  Während  des  Beweises  wird  in  der  Regel  eine  Erwei- 
terung der  Figur  nöthig.  Wenn  nun  beispielsweise  ursprünglich 
eine  Gerade  g  und  zwei  eigentliche  Punkte  D  und  E,  in  einer 
Ebene  mit  g,    aber    auf  verschiedenen   Seiten   von  g,    vorkommen 
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und   weiterhin   auch  die  Gerade  DJS  and   ihf  Schnittpunkt  / 
der  Geraden  g   in   die   Betrachtung  aufgenommen    werden, 
merkt  man   eine  Strecke  der  Geraden    VE    und    den   eigentlichen 
Punkt   F  in   der   Figur.    So   wird  jede   in   dem    betreffenden  - 
gemachte  Voraussetzung  oder  zum  Beweise  geforderte  Constr 
in  anschaulicher   Form    festgehalten    und   die  I  eberaiem'    über  alle 
Beziehungen  erleichtert,  welche  beim  Anblick  der  Figur  rascher  in 
das    Gedächtniss    zurückkehren    um\    die   Erfindungskraft    lebhafter 
anregen,  als  auf  anderem  Wege. 

Die  [Fortsetzung  unserer  Betrachtung  bring!  uns  nun  in  die 
Lage,  Lehrsätze,  in  denen  beliebige  Punkte  vorkommen,  durch 
Figuren  zu  erläutern.  Jeder  solche  Punkt  kann  in  der  Figur  als 
eigentlicher  Punkt  angenommen    oder    bloss   durch    zw  Ge- 

raden angedeutet  werden.  Demgemäss  kann  man  in  Bezug  auf 
jeden  solcheu  Punkt  zwei  Fälle  zur  Darstellung  bringen,  und  mit 
der  Anzahl  der  Punkte  wird  die  der  darzustellenden  Fjjlb-  sich  sehr 
rasch  vermehren.  Aber  es  ist  nicht  immer  noth wendig,  auf  die 
verschiedenen  Fälle  Rücksicht  zu  nehmen.  Wo  im  Beweise  - 
mehrere  Fälle  unterschieden  werden,  da  mag  man  auch  die  einzel- 
nen Fälle  an  besonderen  Figuren  erläutern.  Wird  der  Beweis  jedoch 
einheitlich  geführt,  so  erfüllt  eine  Figur,  welche  irgend  einen  Fall 
veranschaulicht,  vollkommen  ihren  Zweck.  Denn  die  Zuziehung 
der  Figur  ist  überhaupt  nichts  Nothwendiges.  Sie  erleichtert  wesent- 
lich die  Auffassung  der  in  dem  Lehrsatze  ausgesprochenen  Bezie- 
hungen und  der  etwa  zum  Beweise  angewandten  Constructionen; 
sie  ist  überdies  ein  fruchtbares  Mittel,  um  solche  Beziehungen  und 
Constructionen  zu  entdecken.  Aber  wenn  man  das  Opfer  an  Mühe 
und  Zeit  nicht  scheut,  so  kann  man  beim  Beweise  eines  jeden  Lehr- 
satzes die  Figur  fortlassen;  der  Lehrsatz  ist  eben  nur  dann  wirk- 
lich bewiesen,  wenn  der  Beweis  von  der  Figur  vollkommen  unab- 
hängig ist. 

Die  Grundsätze  kann  man  ohne  entsprechende  Figuren  nicht 
einsehen;  sie  sagen  aus,  was  an  gewissen  sehr  einfachen  Figuren 
beobachtet  worden  ist.  Die  Lehrsätze  werden  nicht  durch  Beob- 
achtungen begründet,  sondern  bewiesen;  jeder  Sehluss,  der  im  Ver- 
laufe des  Beweises  vorkommt,  niuss  in  der  Figur  seine  Bestätigung 
finden,  aber  er  wird  nicht  aus  der  Figur,  sondern  aus  einem  be- 
stimmten vorhergegangenen  Satze  (oder  aus  einer  Definition)  ge- 
rechtfertigt. Ich  habe  die  betreffenden  Sätze  Anfangs  immer  genau 
angegeben;  aber  auch  da,  wo  die  Angabe  der  Kürze  wegen  unter- 
blieben ist,  konnte  ich  mich  allemal  auf  einen  bestimmten  Satz 
berufen.     Wenn    man   von     dieser   Auffassung    im   Geringsten    ab- 
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weicht,  so  verliert  der  Sinn  des  Beweis  Verfahrens  überhaupt  jede 
Bestimmtheit. 

Bei  Euklid  sehen  wir  zwischen  den  Grundsätzen  und  Lehr- 
sätzen äusserlich  eine  deutliche  Trennung  vollzogen.  Im  ersten 
Buche  der  Elemente  stehen  35  Definitionen  an  der  Spitze;  diese 
sollen  für  das  erste  Buch  das  vorstellen,  was  wir  ein  Verzeichniss 
der  Grundbegriffe  und  abgeleiteten  Begriffe  nennen  würden,  jedoch 
ohne  scharfe  Unterscheidung.  Sodann  werden  3  Postulate  und  12 
Axiome  angeführt;  diese  15  Sätze  sind  als  Grundsätze  zu  betrach- 
ten. Ihnen  lässt  Euklid  die  Theoreme  folgen,  in  der  Meinung  — 
so  darf  man  wohl  annehmen  — ,  bis  dahin  Alles  in  Bereitschaft 
gesetzt  zu  haben,  womit  die  Sätze  des  ersten  Buches  bewiesen 
werden  können.  Aber  schon  der  erste  Beweis  lässt  die  Unvollstän- 
digkeit  der  Sammlung  erkennen.  Es  handelt  sich  darum,  zu  zeigen, 
dass  (in  einer  Ebene)  auf  jeder  geraden  Strecke  AB  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  construirt  werden  kann.  Zu  dem  Zweck  wird  (in 
jener  Ebene)  um  den  Punkt  A  mit  dem  Halbmesser  AB  ein  Kreis 
beschrieben,  ebenso  um  den  Punkt  B\  vom  Punkte  C,  in  welchem 
die  beiden  Kreise  sich  schneiden,  zieht  man  gerade  Strecken  nach 
A  und  B.  Für  jedes  Glied  des  Beweises  und  jede  in  ihm  gebrauchte 
Construction  inuss  nun  die  Rechtfertigung  erbracht  werden,  und 
zwar  mittels  eines  vorher  aufgestellten  Satzes.  Dass  die  beiden 
Kreise  um  A  und  B  mit  dem  Halbmesser  AB  existiren,  folgt  in 
der  That  aus  dem  dritten  Postulat,  wonach  gefordert  werden  darf, 
(in  einer  Ebene)  um  jeden  Punkt  in  jedem  Abstände  einen  Kreis 
zu  beschreiben.  Dass  die  geraden  Strecken  AG  und  BC  existiren, 
folgt  aus  dem  ersten  Postulate,  wonach  gefordert  werden  darf,  von 
jedem  Punkte  nach  jedem  andern  eine  gerade  Strecke  zu  ziehen. 
Also  bezüglich  der  beiden  Kreise  und  der  beiden  Strecken  ist  Euklid 
im  Stande,  die  erforderlichen  Hinweise  auf  frühere  Sätze  zu  geben. 
Es  ist  aber,  unmittelbar  nachdem  die  beiden  Kreise  eingeführt  sind, 
vom  Punkte  C  die  Rede,  in  welchem  sie  sich  schneiden.  Nach 
welchem,  Satze  existirt  ein  derartiger  Punkt?  Bei  Euklid  findet 
sich  keine  darauf  bezügliche  Angabe,  und  diese  Lücke  kann  auch 
aus  seinem  Material  nicht  ergänzt  werden,  denn  es  geht  dem  ersten 
Lehrsatze  keine  Aussage  voran,  wonach  jene  Kreise  sich  schneiden 
müssen. 

Wenn  es  also  Euklid's  Absicht  war,  den  Lehrsätzen  des  ersten 
Buches  alle  Beweismittel  voranzuschicken,  um  sich  später  bei  jedem 
Schlüsse  und  jeder  Construction  auf  dieselben  berufen  zu  können,  so 
hat  er  seine  Absicht  nicht  vollständig  erreicht.  Er  hätte  beispiels- 
weise in  Rücksicht  auf  das  erste  Theorem  den  Satz  mit  aufnehmen 
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müssen:  „Zwei  Krei  e  in  einer  l.  deren  jeder  durch  den  Mittel- 

punkt de    andern  hindurchgeht,    chneiden  - 1 « I > ••:  die  i 
entweder  ein  Axiom   abgeben   oder  als  Theorem   auf  einen  !'>• 
gestützf  werden.    Dass  hier  die  dem  Satze  vom  >i:_"-n  Dr 

beigegebene  Figur  allein  irregeführt  hat,  erkennt  man  renn 

man  den  Beweis  ohne  die  Figur  herzustellen  versucht.  Nach  wie 
vor  kann  man  dann  die  beiden  Kreise  einführen,  weil  man  Ober 
das  dritte  Postulal  verfügt;  am  jedoch  von  da  weiterzukommen, 
trlili  jede  Handhabe,  so  lange  man  Keine  Figur  vor  Augen  hat. 
Die  Figur  freilich  lässi    nidii    in  Zweifel  darüber,   ob  der  Ponkl  C 

existirt.     Aber  die  Figur  lässl  auch  die  Existenz   der  Kreise  .1 

und  /;  und  dcv  Strecken  AC  und  BC  nichl  zweifelhaft,  und  doch 
wird  die  Thatsache,  dass  solche  Kreise  und  Strecken  möglich  sind, 
bes lers  ausgesprochen  und  angeführt.  Mit  welchem  Rechte  wer- 
den nun  von  den  Thatsachen,  auf  denen  die  Construction  beruht, 
und  welche  kaum  in  verschiedenem  Grade  einleuchtend  und  durch 
einfache  Beobachtungen  verbürgt  sind,  die  einen  ausdrücklich  for- 
mulirt,  die  andern  aber  nicht? 

/wischen  den  Beweisgründen,  welche  in  der  Anwendung  früherer 
Sätze  und  Definitionen  bestehen,  und  andern  irgendwelcher  Natur 
werden  wir  nicht  versuchen,  eine  Grenze  zu  ziehen  —  was  schwerlich 
gelingen  dürfte  — ,  sondern  wir  werden  nur  diejenigen  Beweise 
anerkennen,  in  denen  man  Schritt  für  Schritt  sieh  auf  vorhergehende 
Sätze  und  Definitionen  beruft  oder  berufen  kann.  Wenn  zur  Auf- 
fassung eines  Beweises  die  entsprechende  Figur  unentbehrlich  ist, 
so  genügt  der  Beweis  nicht  den  Anforderungen,  welche  wir  an  ihn 
stellen,  —  Anforderungen,  welche  erfüllbar  sind;  bei  einem  voll- 
kommenen Beweise  ist  die  Figur  entbehrlich.  Nicht  bloss  in  der 
von  Euklid  überlieferten  Form  tragen  zahlreiche  Beweise  der  I 
metrie  jene  Unvollkommenheit  an  sich,  sondern  auch  nach  den 
vielfachen  Umgestaltungen,  welche  sie  im  Laufe  der  Zeit  erfahren 
haben;  nur  dass  bei  Euklid  die  Irrthümer  rein  zu  Tage  treten  und 
nirgends  durch  Worte  verhüllt  sind.  —  Man  darf  nicht  einwenden, 
dass  häufig,  ohne  Anfertigung  der  Figur,  durch  ihre  blosse  Vor- 
stellung der  Zweck  erreicht  werden  kann.  Die  vorgestellte  Figur 
ist  nur  zulässig,  sofern  sie  mit  einer  wirklichen  übereinstimmt. 
Aber  selbst  wenn  irgend  eine  der  Einbildungskraft  allein  entstam- 
mende Figur  Berechtigung  hätte,  so  wären  wir  nicht  der  Verpflich- 
tung überhoben,  von  den  aus  ihr  entnommenen  Beweismitteln  >.>r_: 
faltig  Rechenschaft  zu  geben  *). 


*)  S.  noch  §  12  Sehlnss. 
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Sobald  man  der  Figur  keine  andere,  als  die  eben  beschriebene 
Rolle  zugestellt,  genügt  überall,  wo  in  Lehrsätzen  und  Beweisen 
nicht  mehrere  Fälle  unterschieden  werden,  eine  einzige  nach  Be- 
lieben entworfene  Figur.  Demgemäss  wird  man  unbedenklich,  wo 
beliebige  Punkte  vorkommen,  diese  in  den  Figuren  nach  Möglich- 
keit durch  eigentliche  Punkte  wiedergeben,  selbst  dann,  wenn  es 
sich  gerade  um  den  Fall  der  eigentlichen  Punkte  nicht  handelt. 
Dass  z.  B.  drei  Geraden  den  beliebigen  Puukt  G  gemein  haben 
sollen,  kann  ich  wirksam  in  der  Figur  nur  anbringen,  indem  ich 
G  als  eigentlichen  Punkt  annehme,  und  es  ist  mir  allemal  nur 
darum  zu  thun,  die  wirksamste  Figur  zu  benutzen.  Freilich  muss 
dann  mit  um  so  grösserer  Vorsicht  geprüft  werden,  ob  die  einzel- 
nen Punkte  sich  durch  Zufall  oder  mit  Notwendigkeit  als  eigent- 
liche ergeben  haben. 

§  7.    Ausgedehntere  Anwendung  des  Wortes  „Gerade". 

Die  bisherigen  Erörterungen  haben  nicht  entschieden,  ob  man 
durch  zwei  beliebige  Punkte  eine  Gerade  ziehen  kann,  ob  gemein- 
schaftliche Punkte  zweier  Ebenen  in  einer  Geraden  liegen,  ob  eine 
Ebene  durch  drei  beliebige  ihr  angehörige  und  nicht  in  einer  Ge- 
raden enthaltene  Punkte  bestimmt  ist,  ob  man  durch  drei  beliebige 
Punkte  eine  Ebene  legen  kann.  Die  drei  ersten  Fragen  hängen 
mit  einander  eng  zusammen  und  sollen  jetzt  in  Erörterung  gezogen 
werden;  die  vierte  bleibt  dabei  zu  besonderer  Untersuchung  vor- 
behalten. 

Es  seien  A  und  B  beliebige  Punkte.  Wenn  ich  einen  eigentlichen 
Punkt  D  zuziehe,  so  dass  AB  D  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  kann 
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ich  durch  A BD  eine  bestimmte  Ebene  P legen ;  wenn  ich  einen  eigent- 
lichen Punkt  JE  ausserhalb  der  Ebene  P  annehme,  so  geht  auch  durch 
ABE  keine   Gerade,   folglich   eine  bestimmte  Ebene    Q   hindurch. 
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Die   Ebenen    /'  and    Q  können   eine   Gerade  g  gemein   haben; 
dies  der  fall,   bo  existiri    ein    Ebenenbüsche]   PQ   mit 
Durch  den  beliebigen  Tunkt   l\   der   nicht    zugleich  in  den   E 
/'  und  Q  Gegen  soll,  gehl    alsdann  eine  und  zwar  nnr  eine  Ebene 
des   Büschels  hindurch,   welche    R   heiseen   mag.     Wenn    ich  mich 
nun  auf  einen   eigentlichen  Tunkt   F  beschränke,   bo  kann   ich   die 
Ebene  1!  herstellen,  ohne  die  Axe  des  Ebenenbüschels  zo  benutzen; 

irgend   zwei   den    Ebenen    /'  und    <{>  gemeinsehaftlichi'   Tunkt. •  .1    und 

//  genügen,  um  mit  F  zusammen  die  Ebene  /•'  za  bestimmen. 
Auch  wenn  die  Existenz  einer  den  Ebenen  P  und  Q  gemeinschaft- 
lichen Geraden  nichl  feststeht,  isl  die  für  die  Ebene  /-'  angegebene 
(Jonstruction  ausführbar.  Aber  es  entsteht  die  Präge,  ob  dal 
gebniss  der  Construction  unter  allen  Umstanden  eon  den  benutzten 
gemeinschaftlichen  Punkten  der  Ebenen  P  und  Q  unabhängig  ist, 
d.  h.  wenn  ABC  drei  solche  Punkte  sind,  ob  die  Ebenen  .1  BF 
und  ACF  immer  zusammenfallen,  ob  also  die  Punkte  ABl  I 
immer  in  einer  Ebene  liegen.  Dass  dies  in  der  That  zutrifft,  lässi 
sich  beweisen. 


Fig.  13. 


Mit  ABC  werden  drei  beliebige,  zu  zwei  Ebenen  P  und  Q 
zugleich  gehörige  Punkte,  mit  F  ein  nicht  in  jenen  Ebenen  enthal- 
tener eigentlicher  Punkt  bezeichnet;  weder  Ali!'  muh  ACF  noch 
BCF  liegen   also   in  einer  Geraden.     Kh    nehme   den    eigentlichen 
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Punkt  a  in  der  Ebene  Q  beliebig,  nicht  in  P  zugleich  (so  dass 
weder  ABa  noch  ACa  noch  BCa  in  gerader  Linie  liegen),  so- 
dann den  eigentlichen  Punkt  ß  in  der  Geraden  aC  (von  C  ver- 
schieden), mit  a  auf  derselben  Seite  der  Ebene  P;  die  Geraden  Aß 
und  Ba  sind  von  einander  verschieden  und  treffen  sich  in  einem 
Punkte  y.  Obgleich  nur  a  und  ß  eigentliche  Punkte  zu  sein  brauchen, 
und  gerade  der  Fall,  wo  unter  den  Punkten  ABC  sich  ein  eigent- 
licher befindet,  uns  nicht  interessirt,  so  tragen  wir  doch  kein  Be- 
denken, auch  die  Punkte  ABCy  in  den  zur  Erläuterung  dienenden 
Figuren  als  eigentliche  anzunehmen,  in  Hinblick  auf  die  der  Figur 
zukommende,  nur  nebensächliche  Bedeutung. 

Die  Punkte  a  und  ß  liegen  auf  derselben  Seite  von  P;  auf 
der  andern  Seite  nehme  ich  den  eigentlichen  Punkt  K  (nicht  in  Q). 
Dann  wird  die  Ebene  P  von  der  Geraden  Zk  in  einem  eigent- 
lichen Punkte  a  zwischen  K  und  cc,  von  der  Geraden  Kß  in  einem 
eigentlichen  Punkte  b  zwischen  K  und  ß,  von  der  Geraden  Ky  in 
einem  Punkte  c  getroffen.  Die  Punkte  Abc  befinden  sich  zugleich 
in  der  Ebene  Kßy  (nämlich  resp.  in  den  Geraden  ßy,  Kß,  Ky), 
die  Punkte  Bca  in  der  Ebene  Kya,  die  Punkte  Gab  in  der  Ebene 
Kuß.  Da  a  und  b  eigentliche  Punkte  sind,  so  folgt  hieraus,  dass 
sowohl  Abc  als  Bca  und  Gab  je  in  einer  Geraden  liegen. 

In  der  Ebene  P  wähle  ich  jetzt  den  eigentlichen  Punkt  L 
beliebig,   jedoch  ausserhalb    der  Ebene  Q  und  der  Geraden  &c,  ca, 

ab,  ferner  in  der  Ge- 
raden aL  den  eigent- 
lichen Punkt  a  zwi- 
schen a  und  L.  Dann 
sind  in  der  Ebene  aKL 
die  Punkte  a  und  a, 
folglich  die  Gerade  aa' 
enthalten,  welche  nicht 
zwischen  a  und  K, 
wohl  aber  zwischen  a 
und  L,  demnach  auch 
zwischen  K  und  L 
hindurchgeht,  d.  h.  die 
Gerade  KL  wird  von 
aa  in  einem  eigent- 
lichen Punkte  M  zwi- 
schen K  und  L  über- 
schritten. Den  Punkt  M  kann  ich  in  gleicher  Weise,  wie  dies  mit 
K  geschehen   ist,   verwenden,    indem    ich   die  Durchschnittspunkte 
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Fig.  15. 


der  Ebene  P  mii  den  Geraden  M<  .    M ß .  M ,  Di    n&m- 

[ich  A'  uihI  71/  auf  derselben  Seite  der   Ebene   P  liegen,  ah 

biede* 
dem  finden 

rieb   weder  M  and  « 
noch  2b!  and  d  a  d  der- 
-dl.. 
lieb  wird  die  Ebene  P 

niilit  bl088  von  dl 
raden   Ifo    im  < 
liehen  Punkte  a',  son- 
dern  auch  von  di 
raden   Mß    in    einem 
eigentlichen  Punkte  V 
getroffen,    und    zwar 
liegt  a  in  der  Gieraden 


ah  zwischen  a  und  L, 
1>  in  der  Geraden  &  /. 
(nämlich  bLh'  in  den  Ebenen  P  und  ßKM)  zwischen  b  und  L  (da 
in  der  Ebene  bKL  die  Gerade  Mß  zwischen  K  und  />,  aber  nicht 
zwischen  K  und  b  hindurchgeht).  Endlich  wird  die  Ebene  V  ron 
der  Geraden  M y  in  einem  Punkte  c  getroffen,  welcher  zur  Geraden 
cL  gehört  (nämlich  cLc  zu  den  Ebenen  P  und  yKM).  Sowohl 
Ab' c'  als  Bc'a  und  Gab'  liegen  demnach  in  geraden  Linien,  und 
die  Strahlen  aa,  bb',  cc  laufen  im  Punkte  L  zusammen.  Die  in 
der  Ebene  P  jetzt  zu  Stande  gebrachte  Figur  enthält  die  Punkte 
A,  B,  C  als  Durchschnittspunkte  der  Geraden  bc,  ca,  al>  mit  resp. 
b'c,  ca,  ab'  und  liefert  mit  Zuziehung  der  Punkte  K  und  M  die 
in  der  Ebene  Q  angenommenen  Punkte  «,  ß,  y  als  Durchschnitts- 
punkte der  Strahlen  Ka,  Kb ,  Kc  mit  resp.  Ma'}  Mb' ,  31  c. 

Der  eigentliche  Punkt  F  wird  ausserhalb  der  Ebene  P  voraus- 
gesetzt. In  der  Verlängerung  der  Strecke  a  F  über  F  hinaus  nehme 
ich  den  eigentlichen  Punkt  N  (Fig.  16);  dann  ist  in  der  Ebene  a' L  N 
die  Gerade  aF  gelegen  und  begegnet  der  Geraden  LN  in  einem 
eigentlichen  Punkte  0  zwischen  L  und  N;  die  Strahlen  Oa  und 
Na  schneiden  sich  im  eigentlichen  Punkte  F.  In  der  Ebene  b' LN 
befindet  sich  der  Strahl  Ob  und  trifft  den  Strahl  Nb'  in  einem 
eigentlichen  Punkte  G  zwischen  b'  und  N.  Die  in  der  Ebene  c  LN 
verlaufenden  Strahlen  Oc  und  Nc  endlich  liefern  einen  Durch- 
schnittspunkt H.  Die  Punkte  F,  G,  H  lassen  sich  durch  die  Ge- 
raden GH,  HF,  FG  verbinden.  Da  die  Ebenen  Obc  und  Nb'i 
die  Punkte  AGH,    also  auch   die  Gerade   (i  II   gemein   haben,   so 
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liegt  A  in  der  Geraden  GH;   ebenso  liegt  B  in  der  Geraden  HF, 
C  in   der   Geraden  FG,    und   die   drei   Geraden   sind  von   einander 

verschieden.  Die  durch 
die  Punkte  FGH  be- 
stimmte Ebene  um- 
fasst  also  die  begebe- 
neu  Punkte  ABC,  und 
es  sind  daher  die  Ebe- 
nen A  B  F,  A  CF,B  GF 
mit  einander  identisch; 
was  zu  beweisen  war. 
Man  kann  dem  Er- 
gebniss  folgende  Fas- 
sung ertheilen:  Wenn 
drei  Ebenen  P,  Q,  B 
zwei  Punkte  A,  B  ge- 
mein haben,  so  ist  je- 
der gemeinschaftliche 
Punkt  von  zweien  auch 
in  der  dritten  Ebene 
enthalten.  Ist  nämlich 
der  Punkt  C  den  Ebe- 
nen P  und  Q  gemein, 
F  ein  eigentlicher 
Punkt  der  Ebene  R 
(nicht  in  P  oder  Q),  so  fallen  die  Ebenen  ABF  und  ACF  zu- 
sammen, d.  h.  C  in  die  Ebene  B.  Ueberhaupt:  Wenn  drei  oder 
mehr  Ebenen  durch  zwei  Punkte  gelegt  sind,  so  gehen  durch  jeden 
Punkt,  welcher  zu  zweien  gehört,  auch  die  übrigen  Ebenen  hin- 
durch. 

In  Erweiterung  der  bisherigen  Definition  werden 
wir  jetzt,  wenn  drei  Ebenen  P,  Q,  B  zwei  Punkte  gemein 
haben,  immer  sagen:  die  Ebene  B  liegt  im  Ebenen- 
büschel PQ,  gleichviel  ob  über  die  Durchschneidung  dieser  Ebe- 
nen in  einer  Geraden  etwas  feststeht  oder  nicht.  Haben  die  Ebenen 
P  und  Q  eine  Gerade  gemein,  so  sagen  wir:  B  liegt  im  eigent- 
lichen Ebenenbüschel  PQ.  Aber  auch  wenn  die  Durchschnei- 
dung von  P  und  Q  in  einer  Geraden  nicht  feststeht,  kann  man 
durch  jeden  eigentlichen  Punkt  F  eine  und  zwar  nur  eine  Ebene 
hindurchführen,  welche  ,,im  Büschel  PQ  liegt";  sind,  nämlich  A 
und  B  gemeinschaftliche  Punkte  von  P  und  Q,  so  fällt  die  Ebene 
ABF  mit  B  zusammen.     Die  Punkte  A  und  B  sind  Gemeinschaft  - 
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7     \  i  •"  debntere  A  i  ."»1 

liehe  Punkte  für  zwei  im   Bfl  chel  PQ  beliebig 

neu,  und   indem   wir  die   Benennung  „Ebenen   de     B 

auf  P  und  Q  selbe!   ausdehnen,   dürfen   wir    ohlreesen, 

zwei  beliebige  Ebenen   stets    ein   Ebenenbüschel  gelegt  werden   1 

imil  dass  das  Ebenenbüschel  durch  irgend  ihmangei 

bestimmt  wird. 

Zur  Bezeichnung  eines    Ebenenbüschela   wird  auch   ein 
derer  Buchstabe   benutzt;    beim  eigentlichen   Ebenenbüsche]   halten 
wir  daran   fest,   dass  jede  Bezeichnung   des    Büschels    zuglei« 
die  Axe  gilt.    Irgend   ein   Ebenenbüsche]    werde  mii   g   bezeichnet. 
Kin  Punkt,  der  /u  zwei  Ebenen  des   Büschels  g  gehört,  uein- 

schaftlicher  Punkt  aller  Ebenen  dieses   Büschels;    wir   nennen   ihn. 
einen  Punkt  des  Ebenenbüschels  g.    Jede  Ebene,  welche  durch 
zwei  Punkte  des  Büschels  g  gelegt  wird,  ist  eine  Ebene  des  Büc 
g  und   enthält  somit  alle  Punkte   dieses    Büschels.  —  Wenn  g  ein 
eigentliches  Ebenenbüschel  bedeutet,   d.  h.  wenn  g  die  Benennung 
einer  Geraden  ist,   so  erkennt   man  die  Ausdrücke  „Punkt  dei 
raden  gtl  und  „Punkt  des  eigentlichen  Ebenenbüschels  g"  als  iden- 
tisch, ebenso  die  Ausdrücke  „Ebene  durch  die  Gerade  gu  und  „Ebene 
des  eigentlichen  Ebenenbüschels  gu. 

Demnach  könnten  wir  von  jetzt  an  auf  das  Wort  „Gerade" 
gänzlich  verzichten  und  statt  dessen  bloss  von  Ebenen büscheln  (be- 
liebigen und  eigentlichen)  sprechen.  Weit  zweckmässiger  ist  es 
jedoch,  den  Gebrauch  des  Wortes  „Gerade"  in  derselben  Weis» 
auszudehnen,  wie  es  bei  dem  Worte  „Ebenenbüschel"  bereit 
schehen  ist.  Wir  werden  also  das  Wort  „Gerade"  nicht  mehr  in 
seiner  bisherigen  Bedeutung  anwenden,  sondern  wir  definiren 
die  Ausdrucks  weise  „A  ist  ein  Punkt  der  Geraden  glt 
als  gleichbedeutend  mit  „A  ist  ein  Punkt  des  Ebenen  - 
büschels  g{t.  Wenn  zugleich  festgesetzt  wird,  dass  die  Gerade  g 
eine  eigentliche  Gerade  genannt  werden  soll,  sobald  g  ein 
eigentliches  Ebenenbüschel  ist,  so  tritt  fortan  der  Ausdruck  „eigent- 
liche Gerade"  an  Stelle  des  Wortes  „Gerade"  ohne  Zusatz,  welches 
eine  andere  Verwendung  gefunden  hat.  Dadurch  sollen  aber.  ?on 
der  schon  beim  Strahlenbündel  besprochenen  Ausnahme  abgesehen, 
die  bisherigen  Definitionen  und  Bezeichnungen  ihre  Gültigkeit  nicht 
verlieren.  Beispielsweise  nennen  wir  beliebige  Geraden  (Strahlen) 
durch  einen  Punkt  ein  Strahlenbündel;  wenn  alle  Punkte  der  Ge- 
raden g  in  der  Ebene  Jx  liegen,  so  sagen  wir:  die  Gerade  g  liegt 
in  der  Ebene  12,  u.  s.  w. 

Die  im  vorigen  Paragraphen   aufgestellten  Sätze   sind  jetzt  der 
Erweiterung  fähig;  nur  der  dritte  bleibt  davon  anberührt. 
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1.  Durch  zwei  Punkte  kann  man  stets  eine  Gerade  legen. 
Denn  legt  man  die  Ebenen  P  und  Q  durch  die  Punkte  A  und 

B,  so  sind  A  und  B  Punkte  des  Ebenenbüschels  PQ,  also  „Punkte 
einer  Geraden". 

2.  Jede  Gerade  ist  durch  zwei  beliebige  von  ihren  Punkten 
bestimmt. 

Sind  nämlich  A  und  B  Punkte  der  Geraden  g,  d.  i.  Punkte 
des  Ebenenbüschels  g,  so  ist  dieses  Büschel  durch  die  Punkte  A 
und  B  bestimmt. 

3.  Durch  zwei  beliebige  und  einen  eigentlichen  Punkt  kann 
man  stets  eine  Ebene  legen. 

4.  Jede  Ebene  ist  durch  drei  beliebige  von  ihren  Punkten, 
welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmt. 

M.  a.  W.:  Wenn  drei  Punkte  in  zwei  Ebenen  liegen,  so  liegen 
sie  in  einer  Geraden. 

5.  Eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein 
hat,  liegt  ganz  in  ihr. 

M.  a.  W. :  Eine  Ebene,  welche  zwei  Punkte  eines  Büschels  ent- 
hält, geht  durch  alle  Punkte  des  Büschels. 

6.  Durch  eine  eigentliche  Gerade  und  einen  beliebigen  Punkt, 
sowie  durch  eine  beliebige  Gerade  und  einen  eigentlichen  Punkt 
kann  man  allemal  eine  Ebene  legen. 

7.  Jede  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  von  ihr  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  kennt. 

8.  Durch  eine  beliebige  und  eine  eigentliche  Gerade,  welche 
einen  Punkt  gemeiu  haben,  kann  man  immer  eine  Ebene  legen. 

9.  Jede  Ebene  ist  durch  zwei  beliebige  von  ihren  Geraden 
bestimmt. 

10.  Jede  Gerade,  welche  einen  eigentlichen  Punkt  enthält,  ist 
eine  eigentliche  Gerade. 

11.  Zwei  Geraden  in  einer  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 

Beweis:  In  der  Ebene  P  seien  die  Geraden  e  und  f  gelegen; 
durch  irgend  einen  eigentlichen  Punkt  M  ausserhalb  der  Ebene  P 
lege  ich  die  Ebenen  eM  und  fM.  Da  die  Ebenen  eM  und  fM 
sich  in  einer  eigentlichen  Geraden  schneiden,  so  haben  die  Ebenen 
eM,  fM  und  P  einen  Punkt '  N  gemein.  Der  Punkt  N  liegt  in  der 
Geraden  e  (nämlich  in  den  Ebenen  eM  und  P)  und  in  der  Geraden 
f  (nämlich  in  den  Ebenen  fM  und  P). 

12.  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 

Beweis:   Ist  die  Gerade  h  und   die  Ebene  P  gegeben  (h  nicht 
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in  P),  and  wird  irgend  eine  durch  h   gelegte   Ebene  mii    Q 
ESbenenbüschel  PQ  mit  ,7  bezeichnet,  §0  lind  g  and  /■  G         d  der 
Ebene   Q  and   schneiden    sich   demnach«     I  '■  n    Ptuüd    '//- 
Geraden  h  and  der  Ebene  P  gemein. 

L3.   Zwei  Ebenen  haben  stete  eine  Gerade  gemein. 

Beweis:   Durch   die  Ebenen   P  and  Q  kann    man   ein 
büschel  J'Q  Legen.     Wird  dieses   mit  7  bezeichnet,   10   lind  /'  und 
Q  „Ebenen  durch  die  Gerade  y"  /u  nennen. 

14.  Drei  Ebenen  haben  stets  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
geinein. 

Beweis:  Von  den  Ebenen  P,  Q,  i:  Liefern  irgend  zwei  eine 
Durchschnittslinie,  etwa  1'  und  Q  die  Gerade  ^.  Diese  1  i •  vr t  ent- 
weder in  der  Ebene  11  oder  hat  mit  ihr  einen  Punkt  gemein.  Im 
letzteren  Falle  ist  g  li  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  P,  Qf  11.  — 

Abgesehen  vom  zehnten  Satze,  haben  wir  kein  Büttel,  um  zu 
entscheiden,  ob  eine  gewisse  Construction  zu  einer  eigentlichen 
Geraden  führen  muss  oder  nicht.  Ich  wende  dabei  das  W  ort  Con- 
struction in  erweitertem  Sinne  an,  —  wie  auch  der  Sinn  des 
Wortes  Figur  eine  Erweiterung  erführt,  —  indem  ich  nämlich 
statt  der  eigentlichen  Geraden  jetzt  auch  beliebige  Geraden  zulasse. 
Eine  Gerade  giebt  man  durch  zwei  von  ihren  Punkten  oder  von 
ihren  Ebenen  an.  Durch  die  Begegnung  zweier  Geraden  in  einer 
Ebene,  oder  einer  Geraden  und  einer  Ebene,  oder  duicr  Ebenen 
werden  neue  Punkte,  durch  die  Verbindung  zweier  Punkte  oder  den 
Schnitt  zweier  Ebenen  werden  neue  Geraden  eingeführt;  nur  zur 
Herstellung  von  Ebenen  können  wir  nicht  beliebige  Elemente  ver- 
wenden, sondern  müssen  über  einen  eigentlichen  Punkt  oder  eine 
eigentliche  Gerade  verfügen.  Aber  überall,  wo  keine  eigentliche 
Gerade  gefordert  wird,  kann  man  von  der  Geraden  selbst  absehen 
und  mit  zwei  Punkten  oder  zwei  Ebenen,  welche  ihr  angehören, 
operiren.  Die  Noth wendigkeit  eines  solchen  Ersatzmittels  kann 
durch  die  beschränkte  Ausdehnung  des  Oonstructionsgebietes  her- 
beigeführt werden. 

Nach  den  Erörterungen,  mit  denen  der  vorige  Paragraph  ge- 
schlossen wurde,  bedarf  es  kaum  noch  der  Erwähnung,  dass  man 
überall,  wo  die  Betrachtung  durch  Figuren  erläutert  wird,  in  diesen 
statt  beliebiger  Geraden  eigentliche  anwenden  darf  und  nach  Mög- 
lichkeit auch  anwenden  wird,  weil  die  Figuren  alsdann  ihren  Zweck 
nur  um  so  besser  erfüllen.  Diesen  wichtigen  Vortheil  hätte  man 
der  Geometrie  nicht  zugänglich  machen  können,  wenn  man  die 
Anwendung  der  Worte  „Punkt"  und  ., Gerade"  nicht  in  der  Aus- 
dehnung  durchgeführt  hätte,    welche   sich  als   zulässig   darbot  und 
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zunächst    durch    eine    erhöhte    Geschmeidigkeit     der    Sprache    be- 
währte. 

Eine  gewisse  Gattung  von  Sätzen  ist  auf  eigentliche  Punkte 
und  eigentliche  Geraden  beschränkt  geblieben,  weil  nur  von  drei 
eigentlichen  Punkten  in  einer  Geraden  gesagt  werden  kann,  dass 
einer  zwischen  den  beiden  andern  liegt.  Ein  Theil  jener  Sätze 
enthält  aber  nicht  den  der  Ausdehnung  sich  entziehenden  Begriff 
direct,  sondern  den  abgeleiteten  Begriff  getrennter  Paare.  Dieser 
letztere  erweist  sich  nun  der  Uebertragung  in  demselben  Umfange 
fähig,  wie  die  Begriffe  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene 
selbst,  und  ich  will  ihn  jetzt  für  beliebige  Punkte  in  einer  belie- 
bigen Geraden  bilden.  Der  Uebertragung  auf  beliebige  Punkte  in 
einer  eigentlichen  Geraden  stand  schon  im  vorigen  Paragraphen 
nichts  im  Wege;  sie  würde  jedoch  eine  Wiederholung  derselben 
Betrachtungsweise  an  der  gegenwärtigen  Stelle  uns  nicht  erspart 
haben. 

In  einer  beliebigen  Geraden  l  werden  die  Punkte  AB  CD  an- 
genommen.    Versteht    man    unter   M   und  M'    eigentliche  Punkte 

ausserhalb  der  Geraden  l,  unter 
U  und  U'  die  Ebenen  IM  und 
IM' ,  unter  efgh  die  eigentlichen 
Strahlen  MA,  MB,  MC,  MD 
in  der  Ebene  U,  unter  e'f'g'h'  die 
eigentlichen  Strahlen  M'A,  MB, 
MC,  MB  in  der  Ebene  ZT,  so 
werden  entweder  fg  durch  eh 
oder  ge  durch  fh  oder  ef  durch 
gh  getrennt.  Ich  nehme  an,  dass 
ef  durch  gh  getrennt  werden,  und  führe  den  Nachweis,  dass  alsdann 
auch  ef  durch  g'h'  getrennt  werden.  Dieser  Nachweis  ergiebt 
sich  aus  den  am  Ende  des  §  4  gegebenen  Sätzen  zunächst  für  den 
Fall,  wo  die  Ebenen  U  und  U'  von  einander  verschieden  sind. 
Bezeichne  ich  dann  die  durch  die  eigentliche  Gerade  MM'  gehen- 
den Ebenen  ee,  ff,  gg\  hh'  mit  PQRS,  so  werden  nach  dem  vor- 
letzten Satze  des  §  4  die  Ebenen  PQ  durch  BS,  mithin  nach  dem 
letzten  auch  die  Strahlen  ef  durch  g'h'  getrennt.  Wenn  die  Ebe- 
nen U  und  U'  in  eine  einzige  zusammenfallen,  so  wird  ausserhalb 
derselben  ein  eigentlicher  Punkt  M "  angenommen  und  durch  die 
Strahlen  e'f'g'h"  mit  AB  CD  verbunden.  Wir  wissen,  jetzt,  dass 
ef"  durch  g'h"  getrennt  werden,  und  können  daraus  das  behaup- 
tete Verhalten  der  Strahlen  e'f'g'h'  schliessen.  Die  Erscheinung, 
dass  die  Strahlen  MA,  MB  durch  die  Strahlen  MC,  MD  getrennt 
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werden,  ist  demnach   von   der  \V;ilil   des   •  ligentlichen    Punkt«.-.-    .V 
unabhängig  und  hat  eine  Spaltung  der  in  der  Geraden  / 
menen  Punkte  ABCJD  in  zwei  Paare  A3  und  '"/-'  zur  Folg 

Diese  Spaltung  fällt  mit  einer  schon  betrachteten  zusammen, 
sobald  ABCD  eigentliche  Punkte  Bind.  Alsdann  isi  uämlicfa  / 
eine  eigentliche  Gerade;  gehörten  in  ihr  die  Punkte  C  und  ü 
Strecke  All,  so  lägen  die  Schenkel  MC  und  M  l>  zwischen  den 
Sohenkeln  M A  und  MB,  und  es  wären  ef  nicht  durch  j?A  getrennt 
Also  liegen  C  und  7J  nicht  beide  innerhalb  der  Strecke  .1  B\  eben« 
sowenig  können  beide  ausserhalb  dieser  Strecke  liegen;  es  wird 
sich  vielmehr  der  eine  Punkt  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der 
Strecke  belinden,  d.h.  die  Punkte  All  werden  durch  (  h  getrennt. 
Dadurch  wird  es  nahe  gelegt,  in  einer  beliebigen  Geraden 
und  für  beliebige  Punkte  zu  sagen,  dass  AB  durch  (  /< 
trennt  werden  (oder  dass  C  zwischen  A  und  U  liegt  bei  aus- 
geschlossenem I),  für  den  Grenzpunkt  D),  sobald  unter  Zuziehung 
eines  eigentlichen  Punktes  M  ausserhalb  jener  Geraden  die  Strahlen 
MA,  MB  durch  MC,  Ml)  getrennt  sind.  Indem  wir  diese  Au-- 
drucksweise  einführen,  dürfen  wir  alle  Sätze,  welche  von  getreunt-n 
Punktepaaren  in  einer  Geraden  handeln  und  von  nichts  Anderem, 
auf  beliebige  Punkte  in  einer  beliebigen  Geraden  in  vollem  Um- 
fange übertragen. 

Liegen  die  Punkte  ABGE  in  einer  Geraden,  so  werden  ent- 
weder BC  durch  AE  getrennt,  oder  CA  durch  BE,  oder  A  U  durch 
CE,  und  zwar  schliesst  jede  dieser  Lagin  die  beiden  andern  aus. 

Liegen  die  Punkte  AUE  in,  einer  Geraden,  so  kenin  man  in 
ihr  den  Punkt  C  so  wählen,  dass  AB  durch  CE  getrennt  werden. 

Sind  in  einer  Geraden  die  Punkte  AB  durch  eines  der  Paar* 
CE  und  DE  getrennt,  durch  das  andere  aber  nicht,  so  sind  AB 
durch  CD  getrennt.  In  den  andern  Fällen  werden  AB  durch  CD 
nicht  getrennt. 

Werden  in  einer  Geraden  die  Punkte  AB  durch  CE  gdnnnt, 
so  'werden  auch  CE  durch  AB  getrennt. 

§  8.    Ausgedehntere  Anwendung  des  Wortes  „Ebene". 

Durch  die  Sätze  3.  6.  8.  des  vorigen  Paragraphen  wird  die 
Frage  veranlasst,  ob  man  durch  drei  Punkte,  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt,  durch  zwei  einander  schneidende  Geraden  eine 
Ebene  legen  kann,  ohne  über  einen  eigentlichen  Punkt  oder  eine 
eigentliche  Gerade  zu  verfügen.  Es  seien  ABC  beliebige  Punkte, 
nicht  in  gerader  Linie.     Wenn   durch  ABC  eine  Ebene   hindurch- 
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Fig.  18. 
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geht,   so   sind  AB,  AC,  BC  Geraden   dieser  Ebene,   welche  auch 
durch  die  Gerade  AB  und   den  Punkt  C  oder  durch  die   Geraden 

AB  und  AC  bestimmt  wird;  nehme 
ich  in  der  Geraden  AB  den  Punkt  B 
(von  A  und  B  verschieden)  und  in  der 
Geraden  A  C  den  Punkt  E  (von  A  und 
C  verschieden,  also  D  von  E  verschie- 
den), so  ist  unter  derselben  Voraus- 
setzung auch  DE  eine  Gerade  jener 
Ebene  und  muss  der  Geraden  BC  in 
einem  Punkte  begegnen.  Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass  dieses 
Verhalten  der  Geraden  BC  und  DE  von  der  Existenz  einer  durch 
ABC  gehenden  Ebene  unabhängig  ist,  d.  h.  dass  die  Geraden  BC 
und  DE  sich  unter  allen  Umständen  schneiden. 

Zum  Beweise*)  nehme  ich  eine   eigentliche   Gerade  zu  Hülfe, 
welche  keiner  der  vier  Geraden  AB,  AC,  BC,  DE  begegnet,  und 

in  ihr  die  eigentlichen  Punkte  KLM 
derart,  dass  ABC  weder  mit  K  noch 
mit  M  -durch  Ebenen  verbunden  werden 
können.  In  der  Geraden  M A  wähle  ich 
den  eigentlichen  Punkt  cc  (von  M  und 
A  verschieden)  und  bezeichne  den  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  KA  und  La 
in  der  Ebene  AKM  mit  a.  Endlich 
lege  ich  durch  a  eine  Ebene  P,  welche 
keinen  der  bisher  erwähnten  Punkte  ausser  a  enthält.  Die  Ebene 
P  wird  vom  Strahl  KA  in  a  getroffen;  sie  mag  von  den  Strahlen 
KB,  KG,  KD,  KE  in  den  Punkten  b,  c,  d,  e  überschritten  wer- 
den. Diese  Punkte  sind  unter  einander  und  von  den  vorigen  ver- 
schieden; abc  liegen  nicht  in  gerader 
Linie;  dagegen  liegen  ab d  in  einer  Ge- 
raden (in  den  Ebenen  P  und  ABK), 
ebenso  ace  (in  den  Ebenen  P  und  ACK). 
Sind  ab'c'd'e  die  Durchschnittspunkte 
der  Ebene  P  mit  den  Strahlen  M A,  MB, 
MC,  MD,  ME,  so  sind  auch  die  Punkte 
a'b'cd'e  unter  einander  und  von  den 
Punkten  ABCDEKLMa  verschieden; 
db'd'  und  ae'e  liegen  je  in  einer  Ge- 
raden, aber  nicht  db'c.  Da  diese  Figu- 
ren in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so 
*)  Zuerst  in  einer  Vorlesung  December  1873  gegeben. 
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Fig.  21. 


Fig.  22. 


jnen    rieh  di    1 1 
de  in  einem  Punkte  /,  die  Geraden 
l/c    und  d'e'  in   einem   Punkte  /'. 
Wenn    unsere    Belianptnng    richtig 
ist,    wonach    BC   and   DE 
Punkt  gemein  haben,  len  in 

ihm  die  Strahlen  Kf  and  M  / 
begegnen,  wie  Ka  and  Ifa 
ÜT&  und  JJ///  in  1'»,  Kc  und  J/ 
C,  Kd  und  JJf  rf'  in  1),  Kc  und  Jf< 
in  E.    Wir  wollen  also  untersuchen, 
ob  Kf  und  AT/"  in  einer  Ebene  lie- 
gen;   dazu  ist  es  aber  nöthig,    die 
Constructionen  fortzusetzen. 

Die  Strahlen  La  und  Ma  haben 
den  eigentlichen  Punkt  a  gemein. 
Auch  die  Strahlen  L  b  und  M 
erzeugen,  da  sie  in  der  Ebene  BKM 
verlaufen,  einen  Durchschnittspunkt 
ß,  und  ebenso  die  Strahlen  Lc 
und  Mc,  Ld  und  Md',  Le  und 
Me  Durchschnittspunkte  y,  d,  »;. 
Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  die 
Punkte  a,  ß,  d  und  «,  y,  >]  je  in 
einer  Geraden  liegen ;  denn  die 
Ebenen  abL  und  a'b'M  sind  von 
einander  verschieden  und  haben  die 
Punkte  aßd  gemein,  die  Ebenen 
acL  und  ac'M  sind  ebenfalls  von 
einander  verschieden  und  haben  die 
Punkte  ayi]  gemein.  Aber  die 
Punkte  aßy  liegen  nicht  in  gerader 
Linie,  weil  die  Strahlen  MA,  M.li 
MC  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
und  bestimmen  demnach  eine  Ebene 
Q,  welche  die  Gerade  aß  mit  dem 
Punkte  d  und  die  Gerade  c:y  mit 
dem  Punkte  )]  enthält.  Wenn  nun 
die  Strahlen  Kf  und  Mf  in  einer 
Ebene  liegen,  so  muss  dieselbe 
Ebene  auch  die  Strahlen  Lf  und 
Mf"   mit    einander    verbinden;    der 
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gemeinschaftliche  Punkt  dieser   beiden  Strahlen   kann  aber  jetzt  in 
der  That  angegeben  werden. 

In  der  Ebene  Q  befinden  sich  nämlich  die  Geraden  ßy  und 
drj]  sie  haben  daher  einen  Punkt  <p  gemein  (LMcp  liegen  nicht  in 
gerader  Linie).  Die  Punkte  Lfcp  liegen  in  einer  Geraden  (in  den 
Ebenen  bcL  und  deL),  ebenso  die  Punkte  Mf  cp  (in  den  Ebenen 
b'c'M  und  d'e'M)\  folglich  begegnen  sich  die  Geraden  Lf  und 
Mf  in  cp,  und  in  der  Ebene  LMcp  werden  die  Geraden  Kf 
und  Mf"  sich  in  einem  Punkte  F  begegnen.  Die  Punkte  BCF 
liegen  in  einer  Geraden  (in  den  Ebenen  bcK  und  b'c'M),  ebenso 
die  Punkte  DEF  (in  den  Ebenen  cleK  und  d' e  M)\  folglich  haben 
die  Geraden  BC  und  DE  den  Punkt  F  gemein,  und  damit  ist  der 
in  Aussicht  gestellte  Beweis  geliefert. 

Die  Punkte  JBC  DE  waren  der  Bedingung  unterworfen,  dass 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  dass  aber  die  Geraden  BD  und 

CE  sich  in  einem  Punkte  A  begegnen. 
Da  nun  diese  Bedingung  die  Durchschnei- 
dung  der  Geraden  BC  und  DE  nach 
sich  zieht,  so  hat  sie  in  gleicher  Weise 
auch  die  Durchschneidung  der  Geraden 
CD  und  BE  zur  Folge.  Von  der  Eor- 
Flg"  23'  derung,    dass  von  den  Punkten  BUDE 

keine  drei  in  gerader  Linie  liegen  sollen,  kann  man  aber  absehen 
und  daher  folgenden  Satz  aussprechen:  Sind  die  Punkte  AB  CD 
so  gewählt,  dass  die  Geraden  BC  und  AD  ein- 
ander treffen,  so  schneiden  sich  auch  die  Geraden 
CA  und  BD,  ebenso  die  Geraden  AB  und  CD. 
Solche  Punkte  haben  an  der  gegenwärtigen 
Stelle  ein  wesentliches  Interesse  nur  dann,  wenn 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  also 
der  Schnittpunkt  E  der  Geraden  BC  und  AD 
in  keinen  jener  vier  Punkte  fällt.  Wenn  durch 
die  Punkte  ABC  eine  Ebene  hindurchgeht,  so 
ist  E  ein  Punkt,  AE  eine  Gerade  dieser  Ebene,  folglich  D  in  der 
Ebene  ABC  gelegen.  Aber  auch  wenn  eine  durch  ABC  gehende 
Ebene  sich  nicht  ermitteln  lässt,  werden  wir  sagen,  dass  der  Punkt 
D  in  der  Ebene  ABC  liegt,  indem  wir  das  Wort  „Ebene"  nicht 
auf  seine  bisherige  Bedeutung  beschränken.  Wir  drücken  von 
jetzt  an  mit  den  Worten  „D  liegt  in  der  Ebene  ABC", 
wobei  zunächst  von  den  Punkten  AB  CD  keine  drei  in  gerader 
Linie  vorausgesetzt  werden,  nichts  weiter  als  die  Eigen- 
schaft aus,   dass   die  Geraden  BC  und  AD,   mithin   auch 


Fig.   24. 
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CA  und  III),  AB  und  (  h     ich   schneiden,   «fahrend  wir  die 
Benennung  „eigentliche  Ebene"  liberal]  anwenden  werden 
nach   den    bisher   festgehaltenen  Sprachgebrauchs  von  eine    1. 
ohne  Zusatz  die  Rede  sein  würde,    Die  Punkte  ABC  können  ds> 
bei    beliebig    umgestellt  worden,   und   st    Lieg!    /••_  .  l    in   der 

Ibene  BCB  u.  b.  w. 

Der  Punkt  E  liegt  in  der  Geraden  BC,  ohne  mit  B 
zusammenzufallen;  A  liegt  ausserhalb  BC.     Ich    erhalte    einen    ,,in 
.der  Ebene  ABC  gelegenen"  Punkt  1) ,   indem    ich  in  der  Geraden 
AE  einen  Punkt  beliebig  annehme;   nur  A   oder  £   -elbst  darf  ich 
nicht  wählen,   so   lange   alle   in   der    obigen  Definition   enthalt« 
Bestimmungen  aufrecht  erhalten   werden.    Es  ist  zweckmasi 
Ausnahmestellung    der  Punkte   A    und   E  in    der  Geraden   AI 
beseitigen   und   auch   die   Punkte   der   Geraden  BC,    CA   und    A  />' 
(also  insbesondere  die  Punkte  A,  B}  C  selbst)    „Punkte  der  Ebene 
ABC"  zu   nennen,  jedoch  ohne   an   der  Bestimmung,   dass  ABl 
nicht  in  gerader  Linie  liegen  sollen,  etwas  zu  ändern. 

Sind  ABC  beliebige  Punkte,  aber  nicht  in  einer  Geraden, 
kann  man  von  einer  Ebene  ABC  reden,  d.  h.  mau  kann  einen 
Punkt  1)  so  annehmen,  dass  er  „in  der  Ebene  ABC  Hegt",  und 
zwar  kann  man  dazu  nicht  bloss  einen  Punkt 
in  der  Geraden  BC  oder  CA  oder  AB,  son- 
dern stets  auch  einen  Punkt  ausserhalb  dieser  drei 
Geraden  wählen.  In  der  Geraden  AB  nenne 
ich  F  einen  Punkt,  dessen  Verbindungslinie 
mit  C  durch  D  hindurchgeht;  die  Geraden  AB 
und  CF  sind  von  einander  verschieden,  und 
jeder  Punkt  der  Geraden  CF  liegt  in  der  Ebene 
ABC.  Daran  ändert  sich  aber  nichts,  wenn 
ich  A  und  B  durch  zwei  beliebige  Punkte  der 
Geraden  AB  ersetze.  Ist  also  Ä  irgend  ein  von  B  verschiedener 
Punkt  der  Geraden  AB,  so  liegt  D  auch  in  der  Ebene  A'BG. 

Diese  Bemerkung  lässt  sich  aber  verall- 
gemeinern, indem  man  nur  zu  fordern  braucht, 
dass  A  in  der  Ebene  ABC  und  ausserhalb 
der  Geraden  BC  liegt.  Die  Geraden  B( 
und  AA!  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Gr, 
■  welcher  in  B  oder  ('  fallen  kann;  er  sei  von 
B  verschieden.  Jeder  Punkt  der  Ebene  -I  BC 
liegt  dann  in  der  Ebene  ABG,  folglich  in 
der  Ebene  A'BG,  mithin  auch  in  der  Ebene 
A  BC.     Da    hiernach    A    selbst    zur    Ebene 
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A'BC  gehört,  so  liegt  jeder  Punkt  der  Ebene  ABC  auch  in  der 
Ebene  ABC.    -Die  Ebenen  ABC  und  ABC  sind  identisch. 

Jetzt  seien  A'B'C  beliebige  Punkte  der  Ebene  ABC,  aber 
nicht  in  einer  Geraden.  Dann  ergiebt  sich,  wie  beim  Beweise  des 
Lehrsatzes  3.  in  §  2,  die  Identität  der  Ebenen  ABC  und  A'B'C. 
Die  Ebene  ABC  ist  also  durch  die  Forderung,  dass  sie  die  drei 
nicht  in  gerader  Linie  gelegenen  Punkte  A'B'C  enthalten  soll,  völlig 
bestimmt. 

Alle  auf  die  Ebenen  bezüglichen  Definitionen  und  Bezeich- 
nungenwerden beibehalten,  abgesehen  von  den  Ausnahmen,  welche 
bereits  bei  den  Begriffen  „Punkt"  und  „Gerade"  erwähnt  werden 
mussten.  Wir  können  daher  die  Erweiterungen,  welche  jetzt  in 
den  Sätzen  1. — 14.  des  vorigen  Paragraphen  eintreten  (unter  Wie- 
derholung der  Sätze,  deren  Inhalt  keine  Aenderung  erfährt),  folgen- 
dermassen  aussprechen. 

1.  Durch  zwei  Punkte  kann  man  stets  eine  Gerade  legen. 

2.  Jede  Gefade  ist  durch  zwei  beliebige  von  ihren  Punkten 
bestimmt. 

3.  Jede  Gerade,  welche  einen  eigentlichen  Punkt  enthält,  ist 
eine  eigentliche  Gerade. 

4.  Durch  drei  Punkte  kann  man  stets  eine  Ebene  legen. 

5.  Jede  Ebene  ist  durch  drei  beliebige  von  ihren  Punkten, 
welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmt. 

6.  Jede  Ebene,  welche  einen  eigentlichen  Punkt  enthält,  ist 
eine  eigentliche  Ebene. 

7.  Eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein 
hat,  liegt  ganz  in  ihr. 

Denn  sind  A,  B ,  C  Punkte  einer  Ebene  P,  nicht  in  gerader 
Linie,  also  die  Ebene  ABC  mit  P  identisch,  so  müssen  alle  Punkte 
der  Geraden  AB  „Punkte  der  Ebene  ABC"  genannt  werden. 

8.  Durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt  kann  man  stets  eine 
Ebene  legen. 

9.  Jede  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  von  ihr  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  kennt. 

10.  Durch  zwei  Geraden,  welche  einen  Punkt  gemein  haben, 
kann  man  immer  eine  Ebene  legen. 

11.  Jede  Ebene  ist  durch  irgend  zwei  von  ihren  Geraden  be- 
stimmt. 

12.  Zwei  Geraden  in  einer  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 

Beweis:  In  der  Ebene  P  mögen  die  Geraden  e  und  f  liegen. 
Nimmt  man  zwei  Punkte  A  und  B  in  der  Geraden  e  beliebig,  zwei 
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Punkte   C  und    l)   in    der   Ger;iden  /'derart,    da-s   (J  Dicht   in   ' 

also  /l ,  />',  0  nicht  in   gerader  Linie,    dann    i-t   die  ABC 

mit  P  identisch,  und  I)  lieg!  in  der  Ebene  ABC.    Folglich  haben 
die  Geraden  A  H  und  OD  einen  Ponki  gemein. 

Was  nun  die  Dnrchschneidung  einer  Geraden  mit  einer  Ebene 
oder  die  Darchschneidnng  zweier  Ebenen  anbelangt,  so  niesen  wir 
zunächst  nur,  dass  eine  Gerade  und  eine  eigentlich«  I. 
einen  gemeinschaftlichen  Tunkt,  zwei  eigentliche  Ebenen  stets  ••im- 
gemeinschaftliche  Gerade  besitzen.  Daraus  kann  ich  aber  j't/.t 
folgern,  dass  auch  eine  eigentliche  Ebene  und  eine  beliebige  Ebene 
allemal  eine  Gerade  gemein  halten.  Nehme  ich  in  der  Thai  den 
Punkt  A  in  der  beliebigen  Ebene  P,  ausserhalb  der  eigentlichen 
Ebene  Q,  und  ziehe  in  P  durch  A  zwei  Geraden,  so  treffen  diese 
die  eigentliche  Ebene  Q  in  zwei  Punkten  B  und  C,  und  die  Ebenen 
P,  Q  haben  *rfie  Gerade  BC  gemein. 

13.  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  haben  stets  einen  Punkt 
gemein. 

Beweis:  Die  Gerade  h  sei  nicht  ganz  in  der  Ebene  P  gelegen. 
Nimmt  man  den  eigentlichen  Punkt  A  ausserhalb  von  h ,  so  ist 
7*  eine  Gerade  der  eigentlichen  Ebene  hA.  Die  Ebenen  V  und  hA 
haben  eine  Gerade  1c  gemein,  //  und  />•  schneiden  sich  in  einem 
Punkte;  dieser  Punkt  ist  in  h  und  P  enthalten. 

14.  Zwei  Ebenen  haben  stets  eine  Gerade  gemein. 

Beweis:  In  der  Ebene  P  nehme  ich  den  Punkt  A  ausserhalb 
der  Ebene  Q  und  ziehe  durch  ihn  zwei  Geraden  in  V.  Vou  diesen 
wird  Q  in  zwei  Punkten  B  und  C  getroffen,  und  die  Gerade  BC 
liegt  zugleich  in  P  und   Q. 

15.  Drei  Ebenen  haben  stets  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
gemein.  — 

So  lange  eine  Ebene  nicht  als  eigentliche  erkannt  ist,  bleib! 
man  darauf  angewiesen,  sie  durch  drei  Punkte  oder  durch  eine 
Gerade  und  einen  Punkt  oder  durch  zwei  Geraden  darzustellen. 
Dennoch  brauchen  wir  uns  nicht  hindern  zu  lassen,  wenn  eine 
beliebio-e  Ebene  vorkommt  und  die  Betrachtung  durch  eine  Figur 
erläutert  wird,  jene  Ebene  in  der  Figur  als  eigentliche  Ebene  zu 
behandeln,  wie  dies  bezüglich  der  Punkte  und  Geraden  geschah. 
Ist  also  von  vier  Strahlen  cfgh  die  Rede,  welche  in  einer  beliebigen 
Ebene  U  verlaufen  und  sich  in  einem  Punkte  M  begegnen  sollen. 
so  trage  ich  kein  Bedenken,  ein  solches  Strahlenbüschel  in  einer 
eigentlichen  Ebene  und  mit  einem  eigentlichen  Scheitel  zu  ent- 
werfen und  mich  darauf  zu  beziehen.  Wird  in  der  Ebene  U  eine 
beliebige  Gerade  /  (nicht  durch  31)  angenommen,   so   gebe    ich  sie 
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in  der  Figur  unbedenklich   als  eigentliche  Gerade   und   die    Punkte 
AB  CD,  in  denen  efgh  von  l  getroffen  werden,  als  eigentliche  Punkte 

wieder.  Die  Punkte  AB  CD 
zerfallen  derart  in  zwei  Paare, 
dass  die  des  einen  Paares  durch 
die  des  andern  getrennt  wer- 
den; es  seien  etwa  AB  durch 
CD  getrennt.  Nenne  ich  V 
eine  andere  Gerade  der  Ebene  U 
(nicht  durch  M)  und  AB' CD' 
ihre  Durchschnittspunkte  mit 
efgh,  so  geht  aus  folgenden 
Ueberlegungen  hervor,  dass 
auch  AB'  durch  CD'  getrennt 
werden.  Man  wäffle  ausserhalb 
der  Ebene  U  irgend  einen  eigentlichen  Punkt  N,  von  dem  aus 
nach  M  die  eigentliche  Gerade  G  gezogen  wird,  und  verbinde  G 
mit  den  Geraden  efgh  durch  die  eigentlichen  Ebenen  PQBS.  Da 
diese  Ebenen  von  der  eigentlichen  Ebene  IN  in  den  Strahlen  NA, 
NB,  NC,  ND  eines  Büschels  mit  dem  eigentlichen  Scheitel  N 
getroffen,  da  ferner  zufolge  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Definition  die  Strahlen  NA  und  NB  durch  die  Strahlen  NC  und 
ND  getrennt  werden,  so  ergiebt  sich  aus  dem  vorletzten  Satze  des 
§  4,  dass  die  Ebenen  PQ  durch  BS  getrennt  sind.  Da  endlich 
die  Ebenen  PQBS  von  der  eigentlichen  Ebene  VN  in  den  Strahlen 
NA,  NB',  NC,  ND'  eines  Büschels  mit  dem  eigentlichen  Scheitel 
N  getroffen  werden,  so  sind  nach  dem  letzten  Satze  des  §  4  die 
Strahlen  NA  und  NB'  durch  NC  und  ND',  folglich  nach  der 
eben  angezogenen  Definition  auch  die  Punkte  AB'  durch  CD' 
getrennt. 

Wie  ich  also  in  der  Ebene  U  die  Gerade  l  (nicht  durch  M) 
annehmen  mag,  immer  tritt  dieselbe  Paarung  der  Strahlen  efgh 
dadurch  ein,  dass  die  Punkte  el  und  fl  durch  gl  und  hl  getrennt 
werden.  Sobald  M  ein  eigentlicher  Punkt,  mithin  U  eine  eigent- 
liche Ebene  und  efgh  eigentliche  Geraden  sind,  ergiebt  sich  die 
jener  Paarung  angemessene  Benennung,  wenn  man  auf  die  Punkte 
AB  CD  die  mehrerwähnte  Definition  anwendet;  dann  zeigen  sich 
nämlich  ef  als  durch  gh  getrennt.  In  Uebereinstimmung  mit  der 
für  den  besondern  Fall  bereits  in  Gebrauch  befindlichen  Ausdrucks- 
weise werden  wir  in  jedem  Falle  sagen,  dass  ef  durch  gh  ge- 
trennt werden,  (oder  dass  g  zwischen  e  und  f  liegt  für  den  Grenz- 
strahl h),  sobald  unter  Zuziehung  einer  beliebigen  "Geraden  l  in  der 


Ebene  des   Büschels    (nichi    dnrcli   d<  die  F 

und  fl  durch  gl  und  hl  getrennl   sind.     .!//<    in   .    3  /"/ 
Strahlenpaare  in  'nun,  Strahlenbüschel  aufgi  teUtei 
vollem  Umfange  weiter. 

Es   erübrigt    noch,    dieselbe    Begriffserweiterung    am    I. 
büschel  vorzunehmen.     Durch   eine   beliebige  Gerade  ö  seien   jetzl 
Hie   beliebigen    Ebenen    PQBS  gelegt     Werden   von   eini 
U  (die  G  nicht  enthält)  die  Ä.xe  ö  dieses  Bbenenbüsche  '  mkte 

/!/,  die  Ebenen  PQBS  in  den  Geraden  '/V/A  geschnitten,  so  bilden 
r/V/A  ein  Strahlenbüsche);  ea  seien  etwa  efduxch  gh  getrenni  Von 
einer  andern  Ebene  Z7'  (die  Q  nicht  enthalt)  mögen  G  im  Punkte 
/!/'  und  PQBS  in  den  Geraden  effg'h'  geschnitten  werden;  dann 
behaupte  ich,  dass  auch  e'/"  durch  #7*'  getrenni  rind.  Es  seien 
nämlich  zuerst  die  Punkte  M  und  M'  von  einander  verschieden. 
Dann  wird  G  von  der  Durchschnittslinie  /  der  Ebenen  U  und  l' 
nicht  getroffen,  und  die  Durchschnittspunkte  A  J:<  l>  der  Geraden 
/  mit  den  Ebenen  PQBS  sind  von  einander  verschieden.  Im 
Punkte  A  begegnen  sich  nun  die  Ebenen  U,  U"  und  P,  folglich 
auch  die  Strahlen  c  und  c,  ebenso  in  B  die  Strahlen  /  und  /",  in 
ü  die  Strahlen  g  und  g'}  in  D  die  Strahlen  //  und  h'.  Aus  der  in 
Betreff  der  Strahlen  efgh  gemachten  Voraussetzung  folgt  daher 
mit  Rücksicht  auf  die  soeben  am  Strahlenbüsche]  gegebenen 
nitionen,  dass  die  Punkte  AB  durch  CD,  und  daraus  weiter,  dass 
die  Strahlen  e'f  durch  g'h'  getrennt  werden.  Wenn  aber  die  Punkte 
M  und  M'  zusammenfallen,  so  nimmt  man  eine  Ebene  ET"  zu 
Hülfe,  welche  die  Axe  G  in  einem  von  M  verschiedenen  Tunkte 
M"  und  die  Ebenen  PQBS  in  den  Strahlen  c" f "' </" It"  schneidet. 
Dann  schliessen  wir  zuerst,  dass  e'f"  durch  </"h",  und  daraus  wie- 
der, dass  e'f  durch  g'h'  getrennt  werden. 

Ist  G  eine  eigentliche  Gerade,  sind  also  PQBS  eigentliche 
Ebenen,  so  verlege  man  M  nach  einem  eigentlichen  Punkte  von  (1. 
so  dass  ü  eine  eigentliche  Ebene  und  efgh  eigentliche  Strahlen 
werden;  man  findet  dann,  dass  die  Ebenen  PQ  durch  BS  getrennt 
sind  (vorletzter  Satz  in  §4).  Wir  wollen  jedoch  in  allen  Fällen 
sagen,  dass  PQ  durch  BS  getrennt  werden  (oder  B  zwischen  P 
und  Q  für  die  Grenzebene  #),  sobald  unter  Zuziehung  einer  belie- 
bigen Ebene  U  (nicht  durch  die  Axe  des  Ebenenbüschels)  die 
Strahlen  PU  und  QU  durch  'B  U  und  SU  getrennt  werden.  .1 
jrl,:l  gelten  alle  Sätee  weiter,  welche  in  §  4  für  getrennt  l 
paare  in  einem  Büschel  ausgesprochen  worden  sind. 

Die    am   EbenentTüschel    gegebene    Definition    lässl    sich    noch 
durch   eine  andere   ersetzen.     Man    verstehe   unter   /   eine   beliebisre 
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Gerade,  welche  die  Axe  nicht  trifft,  unter  AB  CD  die  Schnittpunkte 
von  l  mit  den  vier  Ebenen  und  unter  M  irgend  einen  Punkt  der 
Axe.  Sind  nun  die  Punkte  AB  durch  CD  getrennt,  so  sind  auch 
die  Strahlen  MA  und  MB  durch  MC  und  MB  getrennt,  und 
umgekehrt.  Es  werden  also  die  Ebenen  PQ  durch  RS  getrennt 
oder  nicht,  je  nachdem  unter  Zuziehung  einer  die  Axe  nicht  schnei- 
denden Geraden  l  die  Punkte  PI  und  Ql  durch  Rl  und  Sl  getrennt 
werden  oder  nicht. 

Ueberhaupt  seien  AB  CD  vier  beliebige  Punkte  einer  Geraden; 
mit  einem  beliebigen  Punkte  ausserhalb  dieser  Geraden  werden 
AB  CD  durch  die  Strahlen  efgh  verbunden;  durch  diese  vier  Strahlen, 
mithin  zugleich  durch  jene  vier  Punkte,  werden  endlich  die  Ebenen 
PQRS  eines  Büschels  gelegt.  Wenn  alsdann  in  einer  der  drei 
Figuren  AB  CD ,  efgh,  PQRS  die  beiden  ersten  Elemente  (Punkte, 
Strahlen,  Ebenen)  durch  die  beiden  letzten  getrennt  werden,  so 
findet  in  den  beiden  andern  Figuren  dasselbe  statt. 
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Die  bisherigen  Ergebnisse  sind  ohne  Ausnahme  aus  den  in 
§  1  und  §  2  aufgestellten  Grundsätzen  hergeleitet  worden;  dabei 
wurden  aber  von  §  3  an  nicht  mehr  die  Grundsätze  selbst,  sondern 
die  aus  ihnen  gewonnenen  Lehrsätze,  also  im  Grunde  die  Sätze  4. — 9. 
und  12.  des  §  1  und  die  Sätze  2.  3.  4.  9.  10.  des  §  2  benutzt.  Diese 
Lehrsätze  bezogen  sich  auf  eigentliche  Punkte,  eigentliche  Geraden, 
eigentliche  Ebenen.  Nach  der  Erweiterung,  welche  die  Bedeutung 
der  Worte  „Punkt",  „Gerade"  und  „Ebene"  erfahren  hat,  ist  ein 
Theil  jener  Sätze  gültig  geblieben  und  konnte  daher  in  die  in  §  8 
aufgestellte  Uebersicht  wieder  aufgenommen  werden;  es  traten  sogar 
einige  neue  Sätze  hinzu,  und  eben  in  diesem  Zuwachs  ist  der  Werth 
der  durchgeführten  Begriffserweiterungen  zu  erblicken.  Zwei  Ge- 
raden in  einer  Ebene  haben  jetzt  immer  einen  Punkt  gemein,  ebenso 
eine  Gerade  und  eine  Ebene;  zwei  Ebenen  haben  immer  eine  Ge- 
rade, drei  Ebenen  einen  Puukt  gemein.  Dadurch  werden  die  Unter- 
scheidungen erspart,  welche  bei  der  Beschränkung  auf  eigentliche 
Elemente  nothwendig  wären. 

Die  Sätze  4.  5.  in  §  1  und  2.  3.  4.  9.  in  §  2  Hessen  sich  auf 
beliebige  Elemente  übertragen,  nicht  aber  die  Sätze  6.  7.  8.  9.  12. 
in  §  1  und  der  Satz  10  in  §  2.  Indess  ist  der  Begriff  der  getrenn- 
ten Punktepaare  in  eiuer  Geraden  auch  für  beliebige  Punkte  in 
einer  beliebigen  Geraden  eingeführt  worden  und  hat  wieder  zu  den 
Sätzen  geführt,   welche  in  8  1   für  solche  Paare  aufgestellt  worden 


bntere   \> 


waren  (§  7  extr.).     Dieser  Begrifl  ge  \  .■•■ 

in  einer  Geraden  bewegt,   vollkommene  Anal. 

gen,   welche   für  eigentliche   Punkte  in   den   Sätzen  l 

des   §  1    ausgesprochen    sind.     I  m    die   Ana]  .  ithch    Im 

treten    zu    lassen,    sagen    wir:   „Der  Punkt    ( 

punkten  J  and  B  bei  ausgeschlossenem  Punkte   l> 

punkt  D)",   wenn    l  B(  /;   Punkte  einer  Geraden    and   .1/; 

CD  getremri  sind.    Es  mögen  vier  Punkte  AB(  h  ';. 

angenommen  werden.     Wenn  sie  sammtlich  eigentliche 

so  liegt  von   den  Punkt.,,  (\   l>   ,],.,-   eine  zwischen  A   und   /.' 

andere  aber  nicht.     Wenn  ABC   eigentliche    Punkte    sind    und    < 

zwischen  A  und   B  liegt,  so   ist  1>   kein   Tunkt   der    -  AI:. 

Wenn  A  und  B  eigentliche  Punkte  sind,  D  kein  Punkt  de:   - 

AB,  so  ist  C  ein  eigentlicher  Punkt  und  liegt  zwischen   A   and  B\ 

denn  wenn  man  die  Punkte  ABCT)  mit  einem  eigentlichen  Punkte 

M  ausserhalb  der  Geraden  AB  verbindet,   so  werden   die  Strahlen 

MA,  MB  durch  MC,  MD  getrennt,   und   es   liegen   die  Schenkel 

MA  und  MB   auf  derselben  Seite   der  Geraden  MD,   folglich  ein 

Schenkel  des  Strahles  MC  zwischen  den  Schenkeln  MA   and  Ml'-. 

d.  h.  MC  trifft  AB  zwischen  A  und  Jl. 

Werden  also  mit  A,  B,  C,  D  Punktt    einer  Geraden   und 
mit  A,  B  eigentliche  Bunldr  bezeichnet,  so   werden  All  durch  <   1> 
getrennt,  wenn  von  den  Punkten  C  und  D  der 
Punkt   mischen  A    und  B    ist,   der  anden    aber   nicht,    und    um- 
gekehrt. 

Nur   der  Satz   10.   in   §  2    ist    in    keiner  Weise    auf   beliebige 
Elemente   übertragen   worden.     Es   seien  ABC  eigentliche  Punkte, 

nicht  in  gerader  Linie; 
eine  Gerade  der  Ebene 
ABC  schneide  die  Ge- 
raden BC,  CA,  AJ! 
resp.  in  a,  h.  e.  -Jener 
Satz  sagt  dann  aus, 
dass  wenn  a  der  Strecke 
BC,  aber  b  nicht  der 
Strecke  CA  angehört, 
c  sich  innerhalb  der 
Strecke  AB  befindet. 
Da  aber  in  der  Ebene  ABC  eine  Gerade  d,  welche  BC,  CA,  Ali 
resp.  in  a,  b ',  e  schneidet,  so  angenommen  werden  kann,  dass 
weder  a  in  der  Strecke  BC  noch  V  in  der  Strecke  CA  noch  e  in 
der  Strecke  AB  liegt,  so  können  wir  unter  Zuziehung  einer  solchen 

Fasch,  Vorlesungen. 
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Geraden  den  Satz  dahin  formuliren,  dass  die  Punkte  AB  durch  cc 
getrennt  werden,  wenn  BC  durch  ad  und  CA  nicht  durch  bb' 
getrennt  werden. 

In  der  letzten  Fassung  gilt  nun  der  Satz  über  die  ursprüng- 
lichen Grenzen  hinaus  und  erlangt  dadurch,  sofern  man  in  einer 
Ebene  bleibt,  die  Bedeutung  eines  Analogon  zu  §  2  Satz  10.  Es 
wird  dies  klar  hervortreten,  wenn  wir  folgende  Ausdrucks  weise 
einführen.  Sind  aßyd  Punkte  einer  Geraden,  aß  durch  yd  ge- 
trennt, d  eine  andere  Gerade  durch  d,  so  wollen  wir  sagen:  Der 
Punkt  y  liegt  zwischen  a  und  ß  bei  ausgeschlossener 
Geraden  d  oder  für  den  Grenzstrahl  d. 

Ist  nämlich  in  einer  Ebene  die  ,,auszuschliessende  Gerade" 
gegeben,  so  wird  durch  sie  in  jeder  andern  Geraden  der  Ebene  der 
„auszuschliessende  Punkt"  bestimmt.  Die  Sätze  b  —  f  in  §  1 
gelten  jetzt  für  beliebige  Punkte  in  einer  beliebigen 
Geraden  der  Ebene  (ausser  d)  auch  dann,  wenn  der  Punkt 
E  durch  die  Gerade  d  ersetzt  wird,  und  es  tritt,  wie  bereits 
angedeutet,  der  Satz  hinzu: 

1.  Sind  die  Punkte  ABC  und  der  Strahl  d  in  einer  Ebene 
enthalten,  welche  durch  die  drei  Punkte  bestimmt  wird,  und 
werden  die  Verbindungslinien  BC  CA  AB  von  einem  andern 
Strahl  resp.  in  abc  so  getroffen,  dass  für  den  Grenzstrahl  d  der 
Punkt  a  zwischen  B  und  C  liegt,  aber  b  nicht  zwischen  C  uryd 
J.,  so  liegt  c  zwischen  A  und  B  für  den  Grenzstrahl  d. 

Mit  diesem  Satze  steht  ein  auf  das  Strahlenbündel  bezüglicher 
in  genauem  Zusammenhange,  nämlich: 

2.  Liegen  die  Strahlen  EFG  in  einem  Bündel,  aber  nicht 
in  einer  Ebene,  ist  H  eine  Ebene  durch  den  Scheitel  des  Bün- 
dels, und  werden  die  Ebenen  FG  GE  EF  von  einer  andern, 
ebenfalls  durch  den  Scheitel  gelegten  Ebene  resp.  in  den  Strahlen 
efg  so  getroffen,  dass  für  die  Grenzebene  H  der  Strahl  e  zwi- 
schen F  und  G  liegt,  aber  f  nicht  zwischen  G  und  E ,  so  liegt 
g  zwischen  E  und  F  für  die  Grenzebene  H. 

Hier  ist  wieder  eine  neue  Ausdrucksweise  angewendet  worden; 
wenn  nämlich  in  einer  Ebene  aßyd  Strahlen  eines  Büschels  sind, 
aß  durch  yd  getrennt,  H  eine  zweite  Ebene  durch  d,  so  sage  ich: 
der  Strahl  y  liegt  zwischen  a  und  ß  für  die  Grenzebene 
H.  Die  beiden  Sätze  werden  im  Zusammenhange  bewiesen.  Wenn 
die  Geraden  BC  CA  AB  von  d  in  den  Punkten  ab' ' c  und  die 
Ebenen  FG  GE  EF  von  Hin  den  Strahlen  efg  geschnitten  wer- 
den, so  wird  das  eine  Mal  vorausgesetzt,  dass  BC  durch  ad  ge- 
trennt werden,    CA.   nicht   durch  bb',   und   dann  sollen  AB  durch 


I  q  gedehnten   knwend  og    i 
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cd  getrennt  werden;  das  andere  M;iJ  irird  roi  I  G 

durch  ee'  getrennt  werden,  GE  nicM   dnrcii  //',   und  das 
/v  F  durch  ////  getrennl  werden, 

Do-  erste  Bäte  ist   bereite   bewiesen   für  den   Fall,   wo   J/-v 
eigentliche  Punkte  sind  und  die  Gterade  (/  weder  zwii  B  und 

C  noch  zwischen  C  und  A  noch    zwischen  A   und  B  hindurch^ 
Um  den  zweiten  Satz  zunächst  für  Bündel   mit  eigentliche]]    ä 

zu    \><  nehme 

ich  in  den  Bti 
1 .  1  G  (also  nicht  in 
gerader  Linie)  die 
eigentlichen  Punkte 
A  1>  C  auf  derselben 
Seite  der  Ebene  //. 
Dann  liegen  die  Punkte 
B  und  C  auf  d 
ben  Seite  des  Strahles 
c,  die  Punkte  C  und 
A  auf  derselben  Seite  des  Strahles  f,  die  Punkte  A  und  B  auf 
derselben  Seite  des  Strahles  g '.  Werden  nun  die  Geraden  BC  CA  Al> 
von  efg  in  abc  und  von  e'f'g'  in  a'b'c  getroffen,  so  liegen  die 
Punkte  abc  in  gerader  Linie,  ebenso  die  Punkte  a'b'c',  ab 
nicht  in  der  Strecke  BC,  b'  nicht  in  der  Strecke  CA,  c  nicht  in 
der  Strecke  AB.  Der  Voraussetzung  zufolge  werden  FG  durch 
ee  getrennt,  aber  GE  nicht  durch  /'/',  folglich  auch  BC  durch 
aa\  aber  CA  nicht  durch  bb' .  Daraus  schliesst  mau  endlich,  daas 
AB  durch  cc   getrennt  werden,  mithin  auch  EF  durch  gg. 

Der  erste  Satz  kann  jetzt  allgemein  bewiesen  werden.  Zieht 
man  nämlich  von  einem  eigentlichen  Punkte  ausserhalb  der  Ebene 
AB  C  uach  den  Punkten  ABC  abc  a'b'c  die  Strahlen  EFG  efg  e'f'g, 
so  liegen  EFG  nicht  in  eiuem  Büschel;  dagegen  liegen  efg  in 
einer  Ebene,  desgleichen  e'f'g,  FGce,  GH  ff,  EFgg,  d.  h.  die 
Ebenen  FG,  GH,  EF  werden  von  einer  durch  den  Scheitel  des 
Bündels  EF  gelegten  Ebene  in  den  Strahlen  efg,  von  einer  andern 
Ebene  durch  denselben  Punkt  in  e'f'g'  geschnitten.  Da  BC  durch 
ad  getrennt  werden,  aber  CA  nicht  durch  bb',  so  werden  FG 
durch  ee  getrennt,  aber  GE  nicht  durch  ff.  Folglich  werden  EF 
durch  gg   getrennt,  also  auch  AB  durch  cc'. 

Um.  endlich  den  zwreiten  Satz  allgemein  zu  beweisen,  durch- 
schneide ich  die  Strahlen  EFli  efg  e'f'g'  mit  einer  Ebene,  welche 
den  Scheitel  des  Bündels  nicht  enthält,  in  den  Punkten  ABC  a  bc  a'b'c. 
Die  Punkte  ABC  liegen   nicht  in   gerader    Linie,    wohl   aber   abc, 
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a'b'c,  JBCaa,  CAbb\  ABcc.  Man  schliesst  zuerst,  dass  BC 
durch  a  a  getrennt  werden,  aber  CA  nicht  durch  b  b' ;  daraus  weiter, 
dass  AB  durch  cc   getrennt  werden,  also  EF  durch  gg. 

Wir  haben  eine  Gerade  benutzt,  um  für  jede  geradlinige  Punkt- 
reihe (ausserhalb  dieser  Geraden)  in  einer  'Ebene  den  ,,auszu- 
schliessenden  Punkt"  zu  bestimmen.  Wir  haben  eine  Ebene  benutzt, 
um  für  jedes  Strahlenbüschel  (ausserhalb  dieser  Ebene)  in  einem 
Strahlenbündel  den  „auszuschliessenden  Strahl"  zu  bestimmen.  Man 
kann  in  gleicher  Weise  einen  Punkt  benutzen,  um  für  jedes  Strah- 
lenbüschel (dessen  Scheitel  nicht  in  diesen  Punkt  fällt)  in  einer 
Ebene  den  „auszuschliessenden  Strahl"  zu  bestimmen.  Wenn  näm- 
lich aßyd  Strahlen  eines  Büschels  sind,  aß  durch  yd  getrennt,  m 
ein  Punkt  von  d  (nich,t  der  Scheitel),  so  sage  ich:  der  Strahl  y 
liegt  zwischen  a  und  ß  für  den  Grenzpunkt  m.  Endlich 
wird  eine  Gerade  benutzt,  um  für  jedes  Ebenenbüschel  (dessen 
Axe  nicht  in  diese  Gerade  fällt)  in  einem  Ebenenbündel  die  „auszu- 
schliessende  Ebene"  zu  bestimmen.  Sind  nämlich  aßyd  Ebenen 
eines  Büschels,  aß  durch  yd  getrennt,  s  eine  Gerade  der  Ebene  d 
(nicht  die  Axe),  so  sage  ich:  Die  Ebene  y  liegt  zwischen  a 
und  ß  für  den  Grenzstrahl  s. 

Man  darf  jetzt  in  den  Sätzen  des  §  3  den  Strahl  h 
durch  die  Ebene  H  oder  den  Punkt  m,  in  denen  des  §  4 
die  Ebene  T  durch  die  Gerade  s  ersetzen. 

Werden  die  obigen  Definitionen  angenommen,  so  bieten  sich 
zwei  weitere  Sätze  dar. 

3.  Sind  die  Geraden  JKL  und  der  Punkt  m  in  einer  Ebene 
enthalten,  die  drei  Geraden  nicht  in  einem  Büschel,  und  werden 
die  Punkte  KL  LJ  JK  mit  einem  andern  Punkte  derselben  Ebene 
resp.  durch  die  Strahlen  iJsl  so  verbunden,  dass  für  den  Grenz - 
punkt  m  der  Strahl  i  zwischen  K  und  L  liegt,  aber  K  nicht 
zwischen  L  und  J,  so  liegt  l  zwischen  J  und  K  für  den  Grenz- 
punkt m. 

4.  Liegen  die  Ebenen  PQR  in  einem  Bündel,  aber  nicht 
in  einem  Büschel,  ist  s  ein  Strahl  durch  den  Scheitel  des  Bün- 
dels, und  werden  die  Geraden  QB  BP  PQ  mit  einer  andern, 
ebenfalls  durch  den  Scheitel  gelegten  Geraden  resp.  durch  die 
Ebenen  pqr  so  verbunden,  dass  für  den  Grenzstrahl  s  die  Ebene 
p  zwischen  Q  und  B  liegt,  aber  q  nicht  zwischen  B  und  P,  so 
liegt  r  zwischen  P  und  Q  für  den  Grenzstrahl  s. 

Auch  diese  beiden  Sätze  werden  im  Zusammenhange  bewiesen. 
Bezeichnet  man  mit  ABC  die  Punkte  KL  LJ  JK  und  mit  i'¥lf 
die  Strahlen  Am  Bm  Cm,  ferner  mit  EFG  die  Strahlen  QB  BP  PQ 


\u  gedehnten    Auwj  Ddnng 

und  mit  pqr    die  Ebenen    /      /      G  »rird   im  dritt 

angenommen,  dase  KL  durch  ji'  getrennt  werden,  /-•/  niclri  durch 
&/<?',  and  behauptet}  dass  dann  JK  durch  M'  getrennt  irecden; 
im  vierten  Satze  wird  angenommen,  daec  QB  dnrcfa  pj>  getrennt 
werden,  BP  nicht  durch  77',  and  behauptet,  dass  /'',>  durch  r  / 
getrennt  werden. 

]ch  beweist!  zunächst  den  dritten  Satz  tat  den  Fall,   wo  A  B( 
eigentliche  Punkte  Bind   and  %   zwischen   B  and  Ct  /■'  zwiscl 
and  A  hindurchgeht.    In  diesem  falle  ist  m  ein  eigentlicher  Tunkt 

und  liegt   zwischen  .  1 
r  v  und  Ji't  Jl  und  Kh\ 

C  und  LI')  wenn 
K  und  k  sieh  in  X  be- 
gegnen, so  ist  x  ein 
Punkt  der  Strecke  ( .'.!. 
und  i  geht  nicht  zwi- 
schen B   und    X  hin- 


Lig.go.  durch;    folglich    geht 

auch  £  nicht  zwischen 
B  und  a;  hindurch,  d.  h.  JK  werden  durch  IV  getrennt.  —  Das 
Ergebniss  benutze  ich,  um  den  vierten  Satz  für  Ebenenbündel  mit 
eigentlichem  Scheitel  zu  beweisen.  Bei  einem  solchen  Bündel  wähle 
ich  den  eigentlichen  Punkt  C  im  Strahl  G  beliebig  und  die  eigent- 
lichen Punkte  A  und  B  resp.  in  E  und  F  derart,  dass  die  Ebene 
q  zwischen  C  und  A,  die  Ebene  p  zwischen  B  und  C  hindurch- 
geht; ABC  liegen  nicht  in  gerader  Linie.  Die  Ebenen  PQB  pqr 
p'q'r  mögen  von  der  Ebene  ABC  in  den  Geraden  JKL  ilcl  i'/c'l 
getroffen  werden;  dann  begegnen  sich  KLii'  in  A,  LJlclc  in  B, 
JKIV  in  C,  und  auch  ilcl,  i'lc'V  liegen  je  in  einem  Strahlenbüschel; 
überdies  werden  KL  durch  ii'  getrennt,  aber  L J  nicht  durch  /./.'; 
und  endlich  liegen  B  und  C  auf  verschiedenen  Seiten  von  /',  C 
und  A  auf  verschiedenen  Seiten  von  lc.  Nach  dem  Vorangeschick- 
ten werden  auch  J1C  durch  IV  getrennt,  mithin  PQ  durch  rr. 

Der  allgemeine  Beweis  des  dritten  Satzes  ergiebt  sich  nun, 
indem  man  die  (jetzt  beliebigen)  Punkte  ABC  mit  einem  eigent- 
lichen Punkte  ausserhalb  der  Ebene  ABC  durch  Strahlen  EFG 
und  die  Geraden  JKL  ilcl  i'lc'V  mit  demselben  Punkte  durch  Ebenen 
PQB  pqr  p  qr  verbindet,  so  dass  die  Ebenen  QRpp  durch  i", 
BPqq  durch  F,  PQrr  durch  G  gehen  und  auch  pqr, p  q  r  je  in 
einem  Ebenenbüschel  liegen.  Man  findet  dann,  dass  QB  durch  pp 
getrennt  werden,  aber  BP  nicht  durch  qq  \  daraus  folgt,  dass  PQ 
durch  rr,  also  JK  durch  IV  getrennt  werden.  —   Endlich  ergiebt 
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sich  der  allgemeine  Beweis  des  vierten  Satzes,  indem  man  aus  den 
Ebenen  PQB  pqr  p'qr'  mit  irgend  einer  Ebene,  welche  nicht 
durch  den  Scheitel  des  Ebenenbündels  geht,  Strahlen  JKL  iJcl  i'~UV 
herausschneidet. 

Wie  der  erste  und  dritte  Satz  nur  von  ebenen  Figuren  (Plan- 
figuren), so  handeln  auch  der  zweite  und  vierte  von  Figuren  einer 
besonderen  Art,  insofern  nur  Strahlen  und  Ebenen  vorkommen, 
welche  einen  und  denselben  Punkt  enthalten;  solche  Figuren,  aus 
Strahlen  eines  Strahlenbündels  und  Ebenen  eines  Ebenenbündels 
mit  einerlei  Scheitel  (Mittelpunkt)  zusammengesetzt,  mögen  cen- 
tri  sehe  Figuren  heissen*).  Die  Begriffsbildungen  dieses  Para- 
graphen sind  noch  nicht  abgeschlossen,  weil  sie  nur  bei  Planfiguren 
in  einerlei  Ebene  oder  bei  centrischen  Figuren  mit  einerlei  Scheitel 
brauchbar  sind.  Es  bedarf  einer  Bestimmung,  nach  welcher  in 
allen  Ebenen  der  Grenzstrahl,  also  in  allen  Geraden  der  „auszu- 
schliessende  Punkt"  angegeben  werden  kann.  Dies  wird  durch  Ein- 
führung irgend  einer  Ebene  N  geleistet;  sind  nämlich  aßyd  Punkte 
einer  Geraden  ausserhalb  der  Ebene  iV,  aß  durch  yd  getrennt,  d 
der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  und  der  Ebene,  so  sage  ich: 
„der  Punkt  y  liegt  zwischen  a  und  ß  für  die  Grenzebene  N". 
Aehnliche  Bestimmungen  werden  für  die  Strahlen-  und  Ebenen- 
büschel getroffen.  Sind  aßyd  [Strahlen  eines  Büschels,  aß  durch 
yd  getrennt,  n  eine  Gerade  (nicht  durch  den  Scheitel),  d  der  sie 
schneidende  Strahl  des  Büschels,  so  sage  ich:  „der  Strahl  y  liegt 
zwischen  a  und  ß  für  den  Grenzstrahl  n(t.  Sind  aßyd  Ebenen 
eines  Büschels,  aß  durch  yd  getrennt,  v  ein  Punkt  ausserhalb  der 
Axe,  d  die  durch  ihn  gehende  Ebene  des  Büschels,  so  sage  ich: 
„die  Ebene  y  liegt  zwischen  a  und  ß  für  den  Grenzpunkt  vu. 
Man  darf  jetzt  in  die  Sätze  des  §  1  für  den  Grenzpunkt 
E  die  Ebene  N,  in  die  des  §  3  für  den  Grenzstrahl  Je  die 
Gerade  n,  in  die  des  §4  für  die  Grenzebene  T  den  Punkt 
v  einführen  und  erhält  überdies  folgende  Fassungen  der  obigen 
vier  Sätze: 

a)  Sind  die  Tunkte  ABC  nicht  in  einer  Geraden  enthalten,  und 
werden  die  Verbindungslinien  BC  CA  AB  von  einer  andern  Ge- 
raden resp.  in  abc  so  getroffen,  dass  für  die  Grenzebene  N  der  Punkt 
a  zwischen  B  und  C  liegt,  aber  b  nicht  zwischen  C  und  A,  so  liegt 
c  zwischen  A  und  B  für  die  Grenzebene  N. 

t>)  Liegen  die  Strahlen  EFG  in  einem  Bündel,  aber  nicht  in 
einem   Büschel,   und   werden    die   Ebenen  FG  GE  EF  von  einer 


N)  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Vorwort. 
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durch,  den  Scheitel  gelegten  Ebern  resp.  in  efg 

den  Grensstrahl  n  der  Strahl  <■    ">  chen  F  und  G  liegt,  aber  /  wicht 

zwischen  G  und  E,  so  liegt  g  einsehen    E  und  I  G 

strahl,  ii. 

c)  Sind  die  Geraden  JKL  in  einer  Ebern  enthalten,  ab 
meinem  Büschel)   und  werden  dit   PvnkU   KL  LJ  JB.  > 
Pwrikte  derselben  Ebene  resp,  durch  il 

Grensstrahl  u  der  Strahl  i  zwischen  K  und  L  liegt,   at»  r  I 
zwischen  L  und  J,  so  Hegt  I,  stoischen  J   und  K  für  den    G 
strahl  n. 

d)  Sind  die  Ebenen    PQB  wicht  in   einem   Büschel   enthalten, 
und  werden  die  Strahlen  QB  EP  PQ  mit  einer  Geraden  <    p. 
pqr  so  verbunden,  dass  für  diu  Grenspunkt  v  die  Ebern  p 

Q  und  li  liegt,  aber  Q  nicht  zwischen  Ii  und  ]',  so  Hegt    r 
P  und  Q  für  den  Grcnzpunlä  v.  — 

Die  Uebertragung  der  Sätze  6. — 9.  und  12.  in  §  1  und  des 
Satzes  10.  in  §  2  auf  beliebige  Punkte,  welche  weder  auf  eine 
rade  noch  auf  eine  Ebene  beschränkt  sind,  ist  jetzt  geleistet 
weit  sie  möglich  ist.  Freilich  nicht  in  der  einfachen  Weise,  wie 
bei  den  andern  Fundamentalsätzen ;  denn  an  Stelle  des  auf  eigent- 
liche Punkte  bezüglichen  Begriffes  „zwischen",  welcher  bei  drei 
eigentlichen  Punkten  einer  Geraden  stets  anwendbar  war,  moaste 
ein  auf  beliebige  Punkte  bezüglicher  Begriff  gebildet  werden,  welcher 
bei  drei  Punkten  einer  Geraden  nicht  ohne  Weiteres  anwendbar 
ist,  sondern  die  Festlegung  einer  Ebene  N  voraussetzt.  Aus  dem 
neuen  Begriffe  kann  man  weitere  ableiten,  welche  gewissen  im 
ersten,  dritten  und  vierten  Paragraphen  abgeleiteten  Begriffen  ent- 
sprechen, aber,  mit  bestimmter  Ausnahme,  noch  die  Ebene  N 
wesentlich  enthalten.  Die  Ausnahme  ist  folgende:  Wenn  < 
Punkte  einer  Geraden  sind,  y  zwischen  a  und  ß  für  die  Grenzebene 
N,  d  aber  nicht,  oder  umgekehrt,  so  ist  diese  Beziehung  von  der 
Ebene  N  unabhängig,  die  Punkte  aß  werden  durch  yd  getrennt. 
Es  wird  also  kein  auf  vier  Punkte  einer  Geraden  und  eine  Ebene 
bezüglicher  Begriff  erzeugt,  ebenso  wenig  ein  ähnlicher  Begriff  im 
Strahlen-  oder  Ebenenbüschel. 

Das  Streben,  möglichst  viele  Figuren,  welche  Anhaltspunkte 
zu  gleichmässiger  Behandlung  darbieten,  unter  einen  Gesichtspunkt 
zu  bringen,  hat  die  „eigentliche"  Bedeutung  der  elementaren  geo- 
metrischen Benennungen  immer  mehr  in  den  Hintergrund  gedrängt. 
Es  ist  nöthig  geworden,  jene  Benennungen  durchweg  in  dem  all- 
gemeinsten Sinne,  der  sich  ihnen  (bis  jetzt)  ertheilen  Hess,  so  lange 
anzuwenden,   als  nicht  durch  besondere  Forderungen  die  Beschrän- 
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kung  auf  den  „eigentlichen"  Sinn  bedingt  wird.  Wenn  denigemäss 
zu  einer  gegebenen  Figur  eine  andere,  mit  jener  in  vorgeschrie- 
benem Zusammenhange  stehende  verlangt  wird,  so  'behandeln  wir 
die  Aufgabe  in  ihrem  allgemeinen  Sinne  und  suchen  für  die  unbe- 
kannte Figur  eine  Construction,  welche  nach  einheitlicher  Vorschrift 
in  allen  möglichen  Fällen  angewendet  werden  kann.  Erst  im  Re- 
sultate finden  die  etwa  vorhandenen  einschränkenden  Forderungen 
ihre  Berücksichtigung. 

Die  Analysis  verfährt  in  gleicher  Weise,  wenn  zu  gegebenen 
Zahlen  eine  andere,  mit  jenen  in  vorgeschriebenem  Zusammenhange 
stehende  berechnet  werden  soll.  Sie  lehrt,  wie  sämmtliche  unter 
den  allgemeinsten  Zahlenbegriff  sich  unterordnende  Lösungen  ge- 
funden werden,  unbekümmert  um  die  Veranlassung  des  Problems, 
deren  Natur  häufig  eine  specielie  Zahlengattung  bedingt. 

§  10.   Perspective  Figuren. 

Im  vorigen  Paragraphen  sind  Planfiguren  und  centrische  Figuren 
wiederholt  zu  einander  in  Beziehung  gesetzt  worden,  um  Eigen- 
schaften solcher  Figuren  zu  beweisen.  Mit  einem  Punkte  ausser- 
halb ihrer  Ebene  wurden  die  Punkte  einer  Planfigur  durch  Strahlen, 
ihre  Geraden  durch  Ebenen  verbunden  und  so  der  Uebergang  von 
einer  Planfigur  zu  einer  mit  ihr  eng  zusammenhängenden  centri- 
schen  Figur  bewerkstelligt.  Mit  einer  Ebene,  welche  den  Scheitel 
nicht  enthält,  wurden  die  Strahlen  einer  centrischen  Figur  in  Punk- 
ten, ihre  Ebenen  in  Geraden  durchschnitten  und  so  der  umgekehrte 
Uebergang  vollzogen.  Man  nennt  bei  solcher  Lage  die  beiden 
Figuren  perspectiv,  die  Planfigur  einen  Schnitt  der  centrischen 
Figur. 

Es  seien  a  b  .  .  die  Punkte,  a  ß  .  .  die  Geraden  einer  Planfigur, 
ab'  .  .  die  Strahlen,  aß'  .  .  die  Ebenen  einer  centrischen  Figur, 
deren  Scheitel  nicht  in  der  Ebene  der  Planfigur  enthalten  ist;  die 
Anzahl  der  Punkte  ab  .  .  sei  gleich  der  der  Strahlen  ab'  .  .,  die 
Anzahl  der  Geraden  aß  .  .  gleich  der  der  Ebenen  aß!  .  . ;  der  Punkt 
a  sei  in  d,  b  in  b',  .  . ,  die  Gerade  a  in  d ,  ß  in  ß'f  .  .  enthalten. 
Die  Figuren  ab  .  .  aß  .  .  und  ab'  .  .  d ß'  .  .  sind  alsdann  perspectiv 
und  man  nennt  in  ihnen  ad,  bb',  .  .,  ad,  ßß',  .  .  homologe  Ele- 
mente; die  Angabe  der  Elemente  erfolgt  allemal  in  solcher  Reihen- 
folge, dass  je  zwei  homologe  Elemente  die  gleichen  Plätze  einneh- 
men. Von  jedem  Elemente  der  Planfigur  können  wir  sagen,  dass 
es  in  dem  homologen  liegt;  von  jedem  Elemente  der  centrischen 
Figur,  dass  es  durch  das  homologe  hindurchgeht.     Um  eine  gleich- 
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massigere    ^usdr  ucksweise  zu   ermö     chen,    wollen    \%  ir  von   • 
Punkte  ui      einer  Geraden,   wenn       r  Punkt  zu  der  Geraden 
hört,  auch  sag'"        a  Punkt  lieg!  ai    der  Geraden,  die  Gerade] 
an  dem  Punkte,   diese  Pestsetzung   mag  rieb  auch   auf  I'unkt  und 
Ebene,  sowie  auf  Gerade  and  Ebene  beziehen.     Wh  i  also 

sagen:  Je  zwei  homologe  Elemente  der  beiden  perspectiven  Figuren 
liegen  aneinander*).    Und  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
beiden  Figuren  können  wir  jetzt  so  aussprechen:    l/iegen  ewei   Ele- 
mente der  einen  Figur  anemanderf  so  sind  muh  in  der  andern  \ 
die  homologen  Elemente  aneinander  gelegen. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  der  Planfigur  einen  beliebigen  Punkt  m, 
so  gehört  er  entweder  zu  der  Planfigur  oder  kann  zu  ihr  hinzog 
werden;  jedenfalls  wird  er  mit  dem  Scheitel  der  centrischen  Figur 
durch,  einen  bestimmten  Strahl  m  verbunden,  welcher  bei  der  Be- 
trachtung solcher  perspectiven  Figuren  der  homologe  Strahl  zum 
Punkte  m  genannt  wird.  Ueberhaupt  gehört  zu  jedem  Element,  um 
welches  die  eine  Figur  sich  erweitern  lässt,  ein  „homologes"  Ele- 
ment, um  welches  die  andere  sich,  erweitern  lässt.  So  oft  also  JPunkti 
der  Planfigur  in  einer  Geraden  liegen,  bilden  die  homologen  Strahlen 
ein  Büschel,  und  umgekehrt;  und  so  oft  Strahlen  der  Planfigur  durch 
einen  Funkt  gehen,  gehen  die  homologen  Ebenen  durch  ein*  G 
und  umgekehrt.  Daher  entspricht  dem  Schnittpunkte  zweier  Geraden 
der  Planfigur  die  Schnittlinie  der  homologen  Ebenen,  der  Verbin- 
dungslinie zweier  Punkte  der  Planfigur  die  Verbindungsebene  der 
homologen  Strahlen. 

Jedem  Theile  der  Planfigur  entspricht  ein  homologer  Theil  der 
perspectiven  centrischen  Figur;  diese  Theile  sind  wieder  in  per- 
spectiver Lage.  Beispielsweise  entspricht  einer  geraden  Punktreihe 
ein  Strahlenbüschel,  so  dass  perspective  Figuren  in  einer  Ebene 
entstehen;  und  wenn  in  einer  dieser  Figuren  zwei  Paare  von  Ele- 
menten durch  einander  getrennt  werden,  so  findet  zwischen  den 
homologen  Paaren  die  gleiche  Beziehung  statt.  Ein  Strahlenbüschel 
und  eine  gerade  Punktreihe  sind  perspectiv,  wenn  die  Punktreihe 
ein  Schnitt  des  Strahlenbüschels  ist.  —  Einem  Strahlenbüsche]  als 
Planfigur  entspricht  ein  Ebenenbüschel  als  perspective  centrische 
Figur;  das  Strahlenbüschel  ist  ein  Schnitt  des  Ebenenbüschels;  der 
Scheitel  des  ersteren  liegt  in  der  Axe  des  letzteren  und  ist  also 
der  Scheitel  einer  centrischen  Figur,  welche  sich  aus  dem  Strahlen- 


*)  Solche  Elemente  werden  von  einigen  Geometern  ineident  genannt 
nach  Grassinann;  vgl.  Sturm,  Mathem.  Ann.  Bd.  12  S.  25S,  Schubert, 
ebendas.  S.  181. 
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und  dein  Ebenenbüschel  zusammensetzt.  Getrennten  Paaren  des 
einen  Büschels  entsprechen  wieder  getrennte  Paare  im  andern 
Büschel.  —  Man  nennt  endlich  auch  eine  gerade  Punktreihe  und 
ein  Ebenenbüschel  perspectiv,  wenn  beide  sich  in  perspectiver  Lage 
mit  einem  Strahlenbüschel  (also  nicht  bloss  mit  einem)  befinden. 
Auch  hier  sind  je  zwei  homologe  Elemente  aneinander  gelegen,  die 
Punktreihe  kann  ein  Schnitt  des  Ebenenbüschels  genannt  werden, 
und  die  getrennte  Lage  von  Paaren  der  einen  Figur  überträgt  sich 
allemal  auf  die  homologen  Elemente. 

Die  gerade  Punktreihe  ist  unter  die  ebenen  Figuren,  das  Ebenen- 
büschel unter  die  centrischen,  das  Strahlenbüschel  unter  beide  zu 
rechnen.  Wir  können  daher  zusammenfassend  den  Satz  aussprechen : 
So  oft  in  einer  Planfigur  zivei  Elementenpaare  einander  trennen,  sind 
in  jeder  perspectiven  centrischen  Figur  die  homologen  Paare  durch 
einander  getrennt,  und  umgekehrt*).  —  Eine  gerade  Punktreihe  und 
ein  perspectives  Strahlenbüschel  können  als  Theile  einer  Planfigur 
erscheinen;  dann  sind  in  jeder  perspectiven  centrischen  Figur  die 
homologen  Theile  auch  unter  sich  perspectiv.  Ein  Strahlenbüsche] 
und  ein  perspectives  Ebenenbüschel  können  als  Theile  einer  centri- 
schen Figur  erscheinen:  in  jeder  perspectiven  Planfigur  sind  als- 
dann die  entsprechenden  Theile  ebenfalls  unter  sich  perspectiv. 

Wir  haben  in  diesem  Paragraphen  nirgends  von  eigentlichen 
Elementen  (Punkten,  Geraden,  Ebenen)  gesprochen  und  demnach 
auch  keine  geometrischen  Begriffe  angewendet,  welche  sich  bloss 
auf  eigentliche  Elemente  beziehen.  Es  sind  die  Ausdrücke  Punkt, 
Gerade  und  Ebene  nur  in  ihrem  allgemeinen  Sinne,  ausserdem  der 
Begriff  des  Aneinanderliegens  von  zwei  Elementen  und  der  Begriff 
der  getrennten  Lage  von  zwei  Elementenpaaren  vorgekommen  (wenn 
man  von  den  Begriffen  absieht,  welche  aus  jenen  ohne  Zuziehung 
anderer  abgeleitet  werden  können).  Von  diesen  Begriffen  sagt 
man,  dass  sie  sich  auf  die  Lage  beziehen.  Sie  mussten  zwar, 
den  geometrischen  Grundbegriffen  gegenüber,  als  abgeleitete  ein- 
geführt werden ;  aber  wenn  man  aus  ihnen  ohne  Zuziehung  anderer 
geometrischer  Begriffe  weitere  ableitet  (von  denen  man  ebenfalls 
sagen  wird,  dass  sie  sich  auf  die  Lage  beziehen),  so  kann  man 
innerhalb  der  auf  die  Lage  bezüglichen  Begriffsgruppe  jene  den 
übrigen  als  Stammbegriffe  voranstellen.  Diejenigen  Lehrsätze 
der  Geometrie,  welche  keine  anderen  geometrischen  Begriffe  ent- 
halten,  werden  als  ein  besonderer  Theil   der  Geometrie    betrachtet, 


*)  Dabei  ist  der  Fall  zweier  perspectiven  Strahlenbüschel  mit  inbegriffen, 
welcher  erst  später  zur  Sprache  kommt. 
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welchen   man   die   Geometrie   der    Lage    nennt.     Von    da 

herigen  Batzen  gehören  in  i?  7  die  rier  letzten,  in  .-'  ■-'  die  - 
1.  2.  4.  5.  7  15,  in  §  9  alle  Ergebnisse  ausser  dem  ersten  ~ 
(Seite  65),  in  §  10  alle  Sätze  zur  Geometrie  der  Lage.  Punkt, 
Gerade  und  Ebene  (im  allgemeinen  Sinne),  Aneinanderliegen  ran 
Elementen  and  Getrenntliegen  von  Paaren  Bpielen  in  der  Geometrie 
der  l^age  die  Rolle  von  Stammbegriffen ,  auf  welche  all«-  anderen 
zurückgeführt  werden. 

Diejenigen  Relationen  zwischen  den  Elementen  einer  I 
zu  deren  Angabe  nur  auf  die  Lage  bezügliche  Begriffe  erfordert 
werden,  bilden  ihre  auf  die  Lage  bezüglichen  Eigenschaften  und 
werden  auch  graphische  (descriptive)  Eigenschaften  der 
Figur  genannt.  Die  Geometrie  der  Lage  ist  demnach  die  Lehre 
von  den  graphischen  Eigenschaften  der  Figuren;  sie  lehrt,  aus  gra- 
phischen Eigenschaften  einer  Figur  auf  andere  ebensolche  Eigen- 
schaften schliessen.  Jeder  Satz,  bei  dessen  He  weise  nur  auf  Lage 
bezügliche  Sätze  und  Begriffe  in  Anwendung  kommen,  kann  wieder 
nur  einen  Zusammenhang  zwischen  graphischen  Eigenschaften  be- 
haupten ;  z.  B.  jede  Folgerung  aus  den  soeben  citirten  Theoreinen. 
Aber  das  Umgekehrte  ist  nicht  richtig;  die  bisherigen  Sätze,  welche 
zur  Geometrie  der  Lage  gehören,  mussten  grossentheils  aus  Sätzen 
anderer  Natur  hergeleitet  werden,  und  diese  Erscheinung  wird  rieh 
späterhin  noch  wiederholen. 

Auch  die  perspective  Lage  zweier  Figuren   ist   eine  graphische 
Eigenschaft  des   Systemes.     Es   werden    daher    alle    bisherigen    Be- 
merkungen über  perspective  Figuren  durch  den  Satz  umfasst :    W 
eine  Planfigur  sich  in  perspectiver  Lage  mit  einer  eenhrisch 
befindet,  so  kommt  jede  graphische  Eigenschaß  von   Elementen    der 
einen  Figur  auch   den,  homologen    Bestandfheüen    der  andern 
Und  daraus  folgt  das  wichtige  Gesetz,   welches   die  Lehre   von  den 
Plantiguren  (Planimetrie)  mit  der  Lehre  von  den  centrischen  Figuren, 
soweit  es  sich  nur  um  Lage  handelt,  eng  verknüpft: 

Jeder  Satz,  welcher  von  graphischen  Eigenschaf- 
ten einer  Planfigur  handelt,  kann  auf  centrische  Fi- 
guren übertragen  werden,  indem  man  die  Punkte  der 
Planfigur  durch  Strahlen,  ihre  Geraden  durch  Ebenen 
ersetzt. 


*)  Manche  graphische  Eigenschaften  werden   unter   Zuziehung   von  Ilülfs- 
elementen  definirt,  z.  B.  die  in  §  11  zu  besprechende  harmonische  Luge.    Auf 
solche  Eigenscb alten  kann  der  obige  Satz  (und  die  aus  ihm  gefolgerten  S 
nur  bezogen  werden,  insofern  die  Hülfseleinente  an   der  Ebene  der  Planngar, 
beziehungsweise  am  Scheitel  der  centrischen  Figur  liegen. 
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Ein  solcher  Satz  nämlich  lehrt,  dass  man,  so  oft  in  einer  Plan- 
figur gewisse  graphische  Eigenschaften  vorausgesetzt  werden,  auf 
gewisse  andere  graphische  Eigenschaften  zu  sehliessen  berechtigt 
ist,  und  es  handelt  sich  darum,  das  Entsprechende  für  die  centri- 
schen  Figuren  zu  beweisen.  Man  nimmt  also  eine  centrische  Figur 
mit  den  Eigenschaften  an,  welche  der  Voraussetzung  des  plani- 
metrischen  Satzes  entsprechen,  und  geht  zu  irgend  einer  perspec- 
tiven Planfigur  über.  Dieser  kommen  die  analogen  Eigenschaften 
zu,  folglich  auch  diejenigen,  welche  die  Behauptung  des  plani- 
metrischen  Satzes  ausmachen,  und  die  Eigenschaften,  welche  den 
letzteren  entsprechen,  besitzt  daher  auch  die  centrische  Figur.  Mit 
gleichem  Rechte  werden  planimetrische  Sätze,  welche 
graphische  Eigenschaften  betreffen,  aus  den  analogen 
Sätzen  über  centrische  Figuren  ohne  besonderen  Beweis 
entnommen.  —  Hiermit  ist  das  Gesetz  ausgesprochen,  nach  wel- 
chem im  vorigen  Paragraphen  die  Sätze  1  und  2,  3  und  4  zu- 
sammengehören. Wir  können  noch  hinzufügen:  Jede  graphische 
Eigenschaft,  ivelche  man  für  eine  gerade  PunMreihe  oder  ein  Strahlen- 
büschel oder  ein  Ebenenbüschel  bewiesen  hat,  ist  auch  für  die  beiden 
anderen  Gebilde  gültig. 

Ziehen  wir  jetzt  zwei  ebene  Schnitte  einer  und  derselben  cen- 
trischen  Figur  in  Betracht,  also  zwei  mit  einer  centrischen  perspec- 
tive Figuren  in  verschiedenen  Ebenen  (P  und  P'),  welche  auch 
unter  sich  perspectiv  genannt  werden.  Je  zwei  Elemente,  Punkte 
oder  Geraden,  welche  an  demselben  Elemente  der  centrischen  Figur 
liegen,  heissen  homolog;  je  zwei  homologe  Geraden  haben  eine 
Ebene,  mithin  auch  einen  (in  der  Geraden  PP'  gelegenen)  Punkt 
gemein.  Die  Gerade  PP'  ist  sich  selbst  homolog,  ebenso  ihre 
Punkte;  man  sagt  von  diesen  Elementen,  sie  seien  den  beiden  Fi- 
guren entsprechend  gemein.  Die  Verbindungslinien  homologer 
Punkte,  sowie  die  Verbindungsebenen  homologer  Geraden  laufen 
durch  einen  Punkt  0,  das  Centrum  der  Perspectivität.  Von  den 
Elementen  einer  solchen  Figur,  etwa  der  in  P  gelegenen ,  sagt  man 
auch,  sie  seien  aus  dem  Punkte  0  auf  die  andere  Ebene  P'  nach 
den  homologen  projicirt.  Man  sagt  also  ,  dass  aus  dem  Punkte  0 
(dem  Projectionscentrum)  auf  die  Ebene  P'  (die  Projectionsebene) 
der  Punkt  a  nach  a  (seiner  Projection) ,  die  Gerade  a  nach  a  (ihrer 
Projection)  projicirt  werde,  wenn  die  Ebene  P'  von  dem  (proji- 
cirenden)  Strahl  Oa  in  a,  von  der  (projicirenden)  Ebene  Occ  in  a 
geschnitten  wird.  Jede  Gerade  hat  mit  ihrer  Projection  einen  Punkt 
gemein.  Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  wird  nach  der  der 
entsprechenden  Punkte,  der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden  nach 
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dem  der  entsprechenden  Geraden  projicirt.     Von   swei  Oven 

Planfiguren   in   verschiedenen   Ebenen    ist    hiernach  jede  eine   Pro- 
jection  der  anderen;   die  projieirenden  Strahlen   und  Ebenen  bilden 
eine  zu  beiden  perspective  centrische  Figur  (die  projiciren 
Jeder  Strahl  der  einen  Planfignr  wird  von  der  Durchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  in  demselben  Punkte  getroffen,  wie  seine  Pi 

Perspective  Figuren   m  verschiedenen  Ebenen  haben  oXU  grapl 

sehen    I'i/f/ei/sel/ufh  n   gemein,   weil    diese   durch    dir    projicirende    i 

von  der  einen  Planfigur  auf  die  andere  übertragen  werden;  mit 
anderen  Worten:  Die  graphischen  Eigenschaften  >ii><i-  Planfigur 
werden  durch  Protection  auf  eine  andere  Ebern  nicht  geänd 

Die  gerade  Pnnktreihe  ist  eine  Bpecielle  fluni'  Figur,  jrel< 
mit  jetler  perspectiven  Planfigur  in  einer  Ebene  enthalten  i-t.  Je 
zwei  perspective  gerade  Punktreihen  setzen  gerade  Linien  (Tri 
in  einer  Ebene  voraus  und  haben  den  Durchschnittspunkt  ihrer 
Träger  entsprechend  gemein.  Perspective  Punktreihen  (in  verschie- 
denen Geraden)  sind  Schnitte  eines  bestimmten  Strahlenbüschels, 
also  einem  Strahlenbüschel  perspectiv.  Innerhalb  einer  Ebene  wird 
der  Punkt  a  aus  0  auf  eine  Gerade  nach  a  projicirt,  wenn  diese 
dem  Strahle  Oa  in  a  begegnet;  jede  gerade  Punktreihe  wird  nach 
einer  perspectiven  Punktreihe  projicirt.  Die  Verbindungslinien  1k ana- 
loger Punkte  zweier  perspectiven  Punktreiheu  laufen  im  Projections- 
centrum  zusammen. 

Das  Strahlenbüschel  ist  ebenfalls  eine  specielle  ebene  Figur; 
bei  seiner  Projection  auf  eine  andere  Ebene  sind  jedoch  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden.  Entweder  ist  der  Scheitel  in  der  Projections- 
ebene  gelegen,  mithin  sich  selbst  homolog;  dann  entstehen  per- 
spective Strahlenbüschel  in  verschiedenen  Ebenen,  aber  mit  gleichem 
Scheitel,  welche  also  zusammen  in  einer  centrischen  Figur  vor- 
kommen können;  solche  Strahlenbüschel  haben  die  Durchschnitts- 
linie ihrer  Ebenen  entsprechend  gemein.  Oder  der  Scheitel  ist  von 
seiner  Projection  verschieden,  so  dass  perspective  Strahlenbüschel 
in  verschiedenen  Ebenen  und  mit  verschiedenen  Scheiteln  entstehen; 
dann  bilden  die  Durchschnittspuukte  homologer  Strahlen  eine  ge- 
rade Punktreihe  (den  perspectiven  Durchschnitt  der  Büschel), 
nämlich  auf  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen;  die  Büschel 
sind  demnach  einer  und  derselben  geraden  Punktreihe  perspectiv. 
In  beiden  Fällen  aber  haben  wir  es  mit  Schnitten  eines  Ebenen  - 
büschels,  sei  es  durch  denselben  Punkt  der  Axe  oder  durch  ver- 
schiedene Punkte,  zu  thun  (projicirendes  EbenenbüscheD. 

Den  perspectiven  Plantiguren  stehen  perspective  centrische  Fi- 
guren  gegenüber.     Je    zwei    centrische   Figuren    mit    verschiedenen 
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Scheiteln  0  und  0',  welche  einen  ebenen  Schnitt  gemein  haben, 
also  zu  einer  Planfigur  perspectiv  liegen,  heissen  perspectiv.  Je 
zwei  Strahlen  beider  Figuren,  welche  an  demselben  Punkte  der 
Planfigur  liegen,  und  je  zwei  Ebenen,  welche  an  derselben  Geraden 
der  Planfigur  liegen,  heissen  homolog;  je  zwei  homologe  Strahlen 
haben  einen  Punkt,  mithin  auch  eine  durch  den  Strahl  0  ö  gehende 
Ebene  gemein.  Der  Strahl  00'  und  jede  Ebene  durch  00',  also 
alle  gemeinschaftlichen  Elemente  der  beiden  centrischen  Figuren, 
sind  entsprechend  gemein.  Der  Ebene  zweier  Strahlen  der  einen 
Figur  entspricht  die  Ebene  der  homologen  Strahlen,  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen  entspricht  die  der  homologen  Ebenen. 
Die  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  und  die  Schnittlinien  homo- 
loger Ebenen  bilden  eine  zu  beiden  perspective  Planfigur  (den  per- 
spectiven Durchschnitt  jener  beiden  Figuren).  Perspective  cen- 
trische  Figuren  mit  verschiedenen  Scheiteln  haben  alle  graphischen 
Eigenschaften  gemein. 

Als  besondere  Fälle  sind  Strahlen-  und  Ebenenbüschel  anzu- 
führen. Zwei  Strahlenbüschel  mit  verschiedenen  Scheiteln  0  und 
0'  sind  als  centrische  Figuren  perspectiv,  wenn  sie  einen  perspec- 
tiven Durchschnitt  besitzen,  d.  h.  wenn  die  homologen  Strahlen  sich 
schneiden  und  die  Schnittpunkte  (in  «einer  nicht  durch  0  oder  0' 
gehenden  Ebene,  mithin)  in  einer  Geraden  liegen.  Eine  Gattung 
solcher  Büschel  ist  uns  bereits  begegnet,  nämlich  perspective 
Strahlenbüschel  mit  verschiedenen  Scheiteln  und  in  verschie- 
denen Ebenen;  diese  enthalten  keinen  sich  selbst  entsprechen- 
den Strahl;  die  Ebenen  homologer  Strahlen  bilden  ein  Ebenen- 
büschel. Als  eine  neue  Gattung  treten  perspective  Strahlen büschel 
mit  verschiedenen  Scheiteln,  aber  in  einerlei  Ebene  hinzu;  solche 
können  als  Theile  einer  Planfigur  vorkommen;  der  Strahl  00'  ent- 
spricht sich  selbst,  ein  perspectives  Ebenenbüschel  ist  nicht  vor- 
handen.   Es  giebt  demnach  drei  Arten  perspectiver  Strahlenbüschel. 

Zwei  perspective  Ebenenbüschel  setzen  Axen,  welche  einander 
begegnen,  voraus  und  bilden  also  zusammen  eine  centrische  Figur. 
Die  Ebene  der  Axen  ist  entsprechend  gemein.  Der  perspective 
Durchschnitt  ist  ein  Strahlenbüschel,  in  dessen  Scheitel  beide  Axen 
sich  durchschneiden.  Perspective  Ebenenbüschel  sind  also  zu  einem 
Strahlenbüschel  perspectiv. 

Ausgehend  von  perspectiven  Planfiguren,  gelangt  man  zu  einer 
grossen  Anzahl  von  Theoremen  über  Planfiguren  in  einer  oder  in 
verschiedenen  Ebenen.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  fundamen- 
talsten dieser  Sätze  hier  zu  entwickeln.     Es  stehen  ihnen  ähnliche 
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Fig.  31. 


Sätze  Qber  centrische  Figuren  gegenflber,  irelebe  leicht  nachzubilden 
sind  und  nicht  besonders  aufgeführt  werden  tollen 

Mit  iilic,  a ' I) ' (■'  mögen  zwei  Dreiecke,  also  Planfiguren 
net  werden;  weder  abc  noch  a'b'd  Bollen   in  gerader  Linie  li< 
die  Tunkte  abc  bestimmen  eine  Bbene  /',  a'b'c'  eine   Ebene    P  . 

Sobald  die  Btrahlen  sa,  &d', 
cc'  in  einem  Punkte  0  sich 
schneiden,  heissen  die  Drei- 
ecke perspectiv,  gleichriel 
ob  die  Ebenen  P  und  P 
schieden  sind  oder  nicht.  Die 
Gegenseiten  homologer  Ecken 
sind  alsdann  homolog;  je  swei 
homologe  Seiten  schneiden 
sich;  dass  die  drei  Schnitt- 
punkte in  einer  Geraden  lie- 
gen, folgt  bei  verschiedenen 
Ebenen  P  und  P'  daraus,  dass  sie  in  zwei  Ebenen  liegen,  und  wird 
sich  für  den  andern  Fall  bald  ergeben.  Umgekehrt:  Wenn  die 
Ebenen  P  und  P'  verschieden  sind  und  die  Seitenpaare  bc  b'c', 
ca  cd,  ab  ab'  je  in  einem  Punkte  (also  auf  einer  Geraden)  sich 
treffen,  so  sind  die  Dreiecke  abc,  ab' c  perspectiv.  Denn  die  Strah- 
len ad,  bb',  cc  liegen  dann  paarweise  in  einer  Ebene,  ohne  einer 
einzigen  Ebene  anzugehören,  und  laufen  folglich  in  einem  Punkte  0 
zusammen.  Ueberhaupt  wenn  drei  oder  mehr  Geraden  paarweise  in 
einer  Ebene  liegen,  aber  nicht  alle  in  einer  Ebene,  so  gehen  sie 
durch  einen  Punkt;  oder:  Wenn  drei  oder  mehr  Geraden  paar 
sich  schneiden,  so  bilden  sie  entweder  eine  Plawßgwr  oder  eint 
irische  Figur.  Beides  tritt  gleichzeitig  ein,  wenn  sie  in  einem 
Strahlenbüschel  liegen. 

Perspective  Dreiecke  in  einer  Eboie  kommen  durch  Protection 
eines  Dreiecks  aus  verschiedenen  Punkten  zu  Stande.  Wird  in  der 
That  das  Dreieck  ABC  (welches  die  Ebene  Q  bestimmen  mag)  auf 
eine  andere  Ebene  P  aus  dem  Punkte  S  nach  abc,  aus  S'  nach 
a'b'c  projicirt,  so  sind  die  Dreiecke  abc,  a'b'c  perspectiv.  Denn 
der  Durchschnittspunkt  0  der  Ebene  P  mit  der  Geraden  SS'  liegt 
in  der  Geraden  a  d  (nämlich  0  a  d  in  den  Ebenen  P  und  ASS  . 
zugleich  in  den  Geraden  bb'  und  cc'.  Umgekehrt:  Liegen  die  Drei- 
ecke abc  und  a'b'c  in  einer  Ebene  P  perspectiv,  so  sind  sie  Pro- 
jeetionen  eines  Dreiecks  einer  anderen  Ebene.  Denn  zieht  man 
ausserhalb  der  Ebene  P  durch  den  Punkt  0,  in  welchem  die  Strah- 
len ad,  bb',  cc    sich  treffen,    eine   Gerade   und    nimmt   in    ihr   die 
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Punkte  S  und  S'  beliebig  (von  0  verschieden),  so  sind  die  Punkte 
S'  und  a  in  der  Ebene  aOS  enthalten;  folglich  schueiden  sich  die 
Strahlen  Sa  und  S'a'  in  einem  Punkte  A\  die  Strahlen  Sb,  S'b' 
ergeben  in  gleicher  Weise  einen  Durchschnittspunkt  B  und  Sc, 
S'c  einen  Durchschnittspunkt  C.  Durch  die  Punkte  A,  B,  C  wird 
eine  von  P  verschiedene  Ebene  Q  bestimmt,  und  es  wird  abc  aus 
S,  ab '  c   aus  S'  auf  Q  nach  ABC  projicirt. 

Sobald  die  Dreiecke  abc  und  ab' c  perspectiv  sind,  seit  neiden 
sich  die  homologen  Seiten  auf  einer  Geraden,  gleichviel  ob  die  Drei- 
ecke in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht.  Der  Beweis  braucht  nur  noch 
für  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  geführt  zu  werden.  Solche  Drei- 
ecke sind  Projectionen  eines  Dreiecks  ABC  einer  andern  Ebene. 
Die  Schnittlinie  beider  Ebenen  wird  von  der  Geraden  BC  in  dem- 
selben Punkte  getroffen,  wie  von  den  Projectionen  bc  und  b'c, 
etwa  in  /";  ebenso  begegnen  sich  auf  jener  Schnittlinie  CA,  ca, 
cd  etwa  in  g  und  AB,  ab,  ab'  etwa  in  7?;  es  schneiden  sich  also 
bc  b'c,  ca  ca',  ab  a'b'  in  drei  Punkten  fgh  einer  geraden  Linie. 
Umgekehrt:  Wenn  in  einer  Ebene  oder  in  verschiedenen  Ebenen 
Dreiecke  abc  und  a'b'  c  so  liegen,  dass  die  Seiten  bc  b'c,  ca  ca,  ab 
a'b'  sich  in  Funkten  fgh  einer  Geraden  schneiden,  so  sind  die  Drei- 
ecke perspectiv.  Auch  dies  braucht  nur  noch  für  Dreiecke  in  einer 
Ebene  bewiesen  zu  werden.  Durch  die  Gerade  fg  lege  man  eine 
andere  Ebene  und  projicire  auf  sie  das  Dreieck  abc  nach  ABC, 
so  dass  die  Seite  B C  durch  f,  CA  durch  g,  AB  durch  h  hindurch- 
geht; dann  schneiden  sich  BC  und  b'c  in  f,  CA  und  cd  in  g, 
AB  und  ab'  in  h,  folglich  sind  ABC  und  ab'c  perspective  Drei- 
ecke in  verschiedenen  Ebenen,  abc  und  ab'c  Projectionen  von 
ABC.  (Ein  anderer  Beweis,  welcher  für  beide  Fälle  den  Satz  ein- 
fach auf  den  vorigen  zurückführt,  hat  den  Vorzug,  für  den  Fall 
zweier  Dreiecke  in  einer  Ebene  sich  ganz  innerhalb  dieser  Ebene 
zu  bewegen.  Er  beruht  auf  dem  Umstände,  dass  im  Punkte  h  die 
Strahlen  ab  a'b'  gf  zusammentreffen,  mithin  perspective  Dreiecke 
a  dg  und  bb'f  entstehen;  die  Seiten  dieser  Dreiecke  dg  b'f,  ga  fb, 
ad  bb'  schneiden  sich  auf  einer  Geraden  in  drei  Punkten  c'cO,  d.  h. 
ad  bb'  cd  haben  den  Punkt  0  gemein.) 

Bei  Planfiguren,  welche  aus  mehr  als  drei  Punkten  bestehen, 
macht  es  hinsichtlich  der  Perspectivität  einen  wesentlichen  Unter- 
schied, ob  sie  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  oder  nicht.  Wir 
wollen  vier  Punkte  ab  cd  in  einer  Ebene  betrachten;  diese  werden 
zu  je  zweien  durch  sechs  Gerade  verbunden,  und  die  Figur,  welche 
aus  den  Punkten  ab  cd  und  den  sechs  Verbindungslinien  besteht,  wird 
ein  ebenes  vollständiges  Viereck  genannt.    Zum  vollständigen 
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Viereck  abcd  gehören  rier  Eckend  b  <  <i  und  seel 
ab  ad  bd  cd\  bc  und  ad,  '"  und  bd,  ab  und  cd  b einen 
■eiten.     In  derselben  oder  in  einer  anderen  da»  voll- 

ständige Viereck  a'6'i  y      gen,  da.-- 

dd  in  einem  Punkte  0  sich    treffen;    überdies  sollen  ix 
beiden  Vierecke  drei  Ecken   sieb   in  einer  Geraden  befind« 
Voraussetzung  kann   auch  dahin  formulirt 
abe  und  n'l/i',   abd  und   fi' b' <i    persj  sin   sollen;  dnrcl 

Punkt  0,  in  welchem  ad  und  bb'  sich  sehneiden,  laufen  dann 
cd  und   dd',  und   es  sind   auch   di<'   Dreiecke   bed  und   b't 
und  aW  perspectiv.   Es  ist  hiermit  eine  Zuordnung  de    :.      n  und 
folglich   der   Seiten    beider  Vierecke  gegeben,   derart,    da—    je 
zugeordnete  Seiten  sich  schneiden.     Es  mögen  sich 

bc  b' c   in  f,  ca  cd  in  g,  ab  a'b'  in  l< . 

ad  ad'  in  f\,  bd  b'd'  in  glf  cd  cd  in  /<, 
begegnen;   die  Punkte  /'/',  ggx  h1ti    liegen  je   auf  zwei    Gegen* 
des  Vierecks  abcd  oder  ab' c d  \  durch  /",#, //,,  fgh,  / '/,  h ,  / 
je  drei  Seiten  aus  einer  Ecke.    Wenn  die  Vierecke  in  verschiedenen 
Ebenen   liegen,   so   sind   die   Punkte  ff\99\hh{   (welche    nicht  ver- 
schieden  zu   sein  brauchen)   in   einer  Geraden    enthalten.     I  »ies   ist 
aber  nicht  nothwendig,  wenn  die  Ebenen  beider  Figuren  zusammen- 
fallen;  wir  können   dann   bloss   behaupten,   dass  die  Punktgruppen 
fgh,  fy\'li\,  f\9^li>  f\9\h  Je    in   einer   Geraden    liegen,    dass    also 
ff\  99\  '* ^i    die  Gegeneckenpaare   eines   vollständigen  Viers 
sind,  dessen  eine  Seite  durch  fgh  hindurchgeht.     Ein  vollständiges 
(ebenes)  Vierseit  ist  die  aus  vier  Geraden  einer  Ebene    den  Seiten) 
und    ihren    sechs    Durchschnittspunkten    (den    Ecken)    zusammen- 
gesetzte Figur. 

Die  obige  Voraussetzung  ist  schon  erfüllt,  wenn  sowohl  fgh 
als  t\gxh\  in  Geraden  liegen;  es  werden  also,  wenn  dies  stattfindet, 
auch  ///,//,  und  f{ght  gerade  Punktreihen  sein.  Fügt  man  aber 
noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  durch  fgh  und^',<7,  h  gehen- 
den Geraden  zusammenfallen,  so  werden  alle  sechs  Punkte  ft\ggxhhx 
auch  dann  in  einer  Geraden  vereinigt,  wenn  beide  Vierecke  zu  einer 
Ebene  gehören,  d.  h.:  Wenn  die  vollständigen  Vierecke  abed  und 
ab' cd'  (keine  drei  Ecken  eines  Vierecks  sollen  in  gerader  Linie 
liegen)  in  derselben  oder  i)t  verschiedenen  Ebenen  so  Ue 
Seiten  he  b'c,  ca  cd,  ab  ab',  ad  ad,  bd  b'd  sielt  in  Punkten 
fgh  /',</,  einer  Geraden  schneiden,  so  treffe)}  die  Seiten  cd  < 
einem  Punkte  hx  derselben  Geraden  zusammen.  Dabei  ist  nicht  aus- 
geschlossen, dass  /'  mit /'j  oder  g  mit//,  oder  h  mit&,  zusammenfällt. 
Wenn  in  einer  Geraden  Punkte  /'/,  ggx  h  (f  darf  mit  / , .  g  mit 
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gx  zusammenfallen)  gegeben  sind,   so  kann  man  vollständige  Vier- 
ecke  so  construiren,   dass  fünf  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte 

gehen  und  zwar  zwei  Ge- 
genseiten durch  f  und  fx , 
zwei  andere  durch  g  und 
gx ,  und  dass  die  durch  fgh 
laufenden  Seiten  nicht  aus 
einer  Ecke  kommen ;  die 
sechste  Seite  trifft  die  ge- 
gebene Gerade  allemal  in 
einem  bestimmten  Punkte 
h\.  In  jeder  Geraden  wird 
also  durch  fünf  Punkte  ffx 
ggv  h  ein  sechster  Punkt  hx 
durch  folgende  Construction 
unabhängig  von  den  be- 
nutzten Hülfslinien  be- 
stimmt. Durch  fgh  ziehe 
man  drei  Geraden,  welche 
sich  in  abc  so  treffen,  dass 
bc  durch  f,  ca  durch  g, 
a  b  durch  h  hindurchgeht ; 
die  Geraden  afx  und  bgx 
schneiden  sich  alsdann  in 
einem  Punkte  d.  und  die 
gegebene  Gerade  wird  von 
cd  in  7^1  getroffen.  Hierbei 
darf  man  die  Paare  ffx  und 
ggx  untereinander,  jedoch  der  Herleitung  gemäss  f  mit  fx  nur  dann 
vertauschen,  wenn  man  gleichzeitig  g  mit  gt  vertauscht.  That- 
sächlich  ist  diese  Bedingung  überflüssig  (§  16),  und  man  darf,  ohne 
hx  zu  verändern,  das  Viereck  so  einrichten,  dass  die  durch  fgh 
gehenden  Seiten  aus  einer  Ecke  kommen;  aber  es  ist  unmöglich,  mit 
den  bis  jetzt  eingeführten  Hülfsmitteln  den  Beweis  zu  erbringen. 

Besondere  Wichtigkeit  besitzt  die  Figur,  in  welcher  f  mit  fx , 
g  mit  gx  zusammenfällt;  es  schneiden  sich  dann  in  f  zwei  Gegen- 
seiten bc  und  ad,  in  g  zwei  andere  Gegenseiten  ca  und  bd,  und 
von  den  beiden  übrigen  Seiten  ab  und  cd  geht  die  eine  durch  h, 
die  andere  durch  hx .  Sind  in  einer  Geraden  drei  verschiedene  Punkte 
fgh  gegeben,  so  kann  man  vollständige  Vierecke  so  construiren, 
dass  zwei  Gegenseiten  sich  in  /',  zwei  andere  in  g  durchkreuzen 
und  eine  fünfte  Seite  durch  h  hindurchgeht;   die   gegebene  Gerade 
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wird  alsdann  von   der 
verschiedenen   Punkte 


sechsten  Seite 
/*,   getroffen, 


in  einen   bestimmten,  von  h 
lv    lieferi    demnach 
Ooi  m    ein    ron   den 

benutzten    Bfilfslinien 
abhängiges     Resulta! 
Durch  fgh  ziehe   man  drei 
Geraden,     welche    rieh    in 
abc  so  treffen,  dasfl  be  durch 
f,  ^7/  durch  //,  '/ b  durch  h 
gelit,    und    bestimme    den 
Schnittpunkt  d  der  Geraden 
a/"  und    //'/.    sodann     den 
Schnittpunkt   A,    der   I 
den   cd  mit  der  gegebenen 
Geraden.    Man  darf  hierbei  /"  mit  g  vertauschen.    Durch  die  Punkte 
/>///,  wird  h  in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  A,  durch  fgh. 


§11.    Harmonische  Gebilde. 

Wenn  zwei  (gerade)  Punktreihen  auf  verschiedenen  Trägern 
aus  gleichviel  Elementen  bestehen,  und  es  soll  geprüft  werden,  ob 
sie  sich  als  perspective  Gebilde  auffassen  lassen,  so  besteht  das 
erste  Erforderniss  darin,  dass  die  Träger  in  einer  Ebene  enthalten 
sein  und  also  in  einem  Punkte  /.•  sich  schneiden  müssen.  Ist  dies 
der  Fall,  und  wählt  man  in  der  einen  Geraden  zwei  Punkte  f;i ,  in 
der  anderen  cd  beliebig  (von  k  verschieden),  so  ist  sowohl  zwischen 
fg  und  cd  als  auch  zwischen  gf  und  cd  Perspectivität  vorhanden; 
denn  die  Strahlen  cf  und  dg  schneiden  sich  in  einem  Punkt«.'  h. 
die  Strahlen  cg  und  df  in  einem  Punkte  a,  und  es  werden  cd  aus 
h  nach  fg,  aus  a  nach  gf  projicirt.  Wählt  man  aber  in  einer  Ge- 
raden drei  Punkte  fgh,  in  einer  andern  Geraden,  welche  jener  in 
1t  (von  fgh  verschieden)  begegnet,  drei  Punkte  c de  beliebig  (von  1; 
verschieden),  so  ist  es  durchaus  nicht  nothwendig,  dass  fgh  und 
ede  in  irgend  einer  Anordnung  perspectiv  sind.  Vielmehr  müssen, 
wenn  fgh  und  ede  in  dieser  Reihenfolge  perspectiv,  also  b  das  Cen- 
trum  der  Perspectivität  sein  soll,  bell  in  einer  Geraden  liegen: 
sollen  gfh  und  ede  perspectiv  sein,  so  müssen  aeh  in  einer  Ge- 
raden liegen,  u.  s.  w.  Wenn  zu  /'  und  g  die  Punkte  c  und  d  als 
homologe  Punkte  gegeben  werden,  so  ist  zu  jedem  Punkte  h  der 
fg  der  homologe  Punkt  e  in  cd  bestimmt. 

Es  seien  fgh  und  ede  perspective  Punktreihen,  b  das  Centrum 
der  Perspectivität,    der  Punkt  /,'   entsprechend  gemein;  dann   ist  es 
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nicht  nothwendig,    dass  fgh  und  cde  noch  in  einer  andern  Anord- 
nung perspectiv  sind.    Soll  es  möglich  sein,  cde  auch  nach  gfh  zu 

projiciren,  so  müssen  die 
Strahlen  cg ,  elf,  eh  in 
einem  Punkte  a  sich 
treffen ,  d.  h.  es  sind  als- 
dann a  b  c  d  die  Ecken 
eines  vollständigen  Vier- 
ecks, in  welchem  zwei 
Gegenseiten  sich  in  f, 
zwei  andere  in  g  durch- 
kreuzen ,  während  von 
den  beiden  übrigen  (in  e 
sich  schneidenden)  die 
eine  durch  lt,  die  andere 
durch  7;  hindurchgeht.  Es 
existiren  also,  wenn  fgh 
in  einer  Geraden  gegeben  sind,  gerade  Punktreihen,  welche  mit 
fgli  und  gfh  zugleich  perspectiv  liegen;  um  eine  solche  Punktreihe 
cde  zu  erhalten,  construirt  man  irgend  ein  Dreieck  abc,  dessen 
Seiten  &c,  ca,  ab  resp.  durch  f  g,  h  gehen,  ferner  den  Durch- 
schnittspunkt d  der  Strahlen  af  und  bg,  endlich  den  Durchschnitts- 
punkt e  der  Strahlen  ab  und  cd.  Die  Träger  aller  Punktreihen, 
welche  sich  sowohl  zu  fgh  als  auch  zu  gfh  in  perspectiver  Lage 
befinden,  ohne  h  zu  enthalten,  schneiden  den  Träger  der  gegebenen 
Punktreihe  in  einem  festen  Punkte  ~k  (§  10  extr.).  Umgekehrt: 
Geht  der  Träger  einer  zu  fgh  perspectiven  Puuktreihe  cde  durch  1c, 
so  sind  auch  gfh  und  cde  perspectiv.  Schneiden  sich  nämlich  cf, 
dg  und  eh  in  b,  df  und  cg  in  a,  so  ist  ab  cd  ein  vollständiges 
Viereck,  von  welchem  zwei  Gegenseiten  durch  f,  zwei  andere  durch 
g  und  eine  fünfte  Seite  durch  h  läuft.  Da  nun  lt  durch  die  Punkte 
fgh  in  derselben  Weise  bestimmt  wird,  wie  h  durch  fgh,  so  läuft 
die  sechste  Seite  ab  durch  lt,  folglich  bh  (d.  i.  eh)  durch  «,  so  dass 
cg,  df  und  eh  in  a  zusammentreffen. 

Damit  eine  Protection  der  geraden  Punktreihe  fgh,  ohne  lt  zu 
enthalten,  zugleich  eine  Protection  von  gfh  sei,  ist  es  notluvendig  und 
hinreichend ,  dass  der  Träger  der  Projection  mit  dem  Träger  der  ge- 
gebenen Punktreihe  in  einem  durch  die  letztere  bestimmten  Stralden- 
bündel  1:  liege.  Wenn  an  einem  Dreieck  abc  die  Seiten  bc,  ca,  ab 
resp.  durch  f}  g,  lt  gehen,  so  treffen  sich  die  Strahlen  af,  bg,  clc 
iu  einem  Punkte  d. 

Wenn  die  Punkte  cd  aus  b   nach  fg,    aus  a  nach  gf  projicirt 
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werden,  so  giebi  et  in  d*,-r  Gfendefl  fg  m  be  aus 

«  und  b  sich   nach   denselben  Punkten   d« 

und  keinen  weiteren;   von  den  Punkten  AI  ist  der  ein-  -einer 

Projection  e  verschieden,    hingegen    der  undc-r 
jection.     Durch   die   Punkte  fgh   oder  gfk    (mildere    I 
sind  nicht  gestattet;   ist   also   /.  derart  bestimmt   worden,    da.-- 
Punktreihe  cdek  als  Projection  von  fghk   und   von  gl  neint 

Nun  besteht  aber  zwischen   den  Punkten  fgkJl    genau   der-..       / 
sammenhang,   wie  zwischen   den  Punkten  fghk,   und   es   wird   also 
bei  jeder  Punktreihe,  welche,   ohne  k   zu  enthalten,   nach  fgh  und 
nach  gfk  projicirt  werden  kann,  h  sich  als  seine  eigene  Projection 
ergeben.     So   ist   in   der  That   die  Punktreihe   abeh  mit   fgkh  und 
zugleich   mit  gfkh   perspectiv,   die  Projectionscentren   sind  r>. 
und  c.      Von   dem   Faare  fg   (oder  gf     ist   demnach    das    F 
(oder  kJn  durch  di     1  i  abhängig,   dass  es  möglich 

fghk  und  gfhk  nach,   einer  und  derselben  1 

m,  wobei  notwendigerweise  entweder  k  mit  d  oder  h  mit  y 
zusammenfällt,  aber  der  Schein  vermieden  wird,  als  müsse  gerade 
k  nach  sich  selbst  projicirt  werden.  Hält  man  fg  fest,  so  ordnen 
sich  die  übrigen  Punkte  der  Geraden  fg  zu  Paaren  hk ,  derart,  dass 
aus  einem  Punkte  des  Paares  der  andere  sich  bestimmt.  Die  Punhic 
fg  werden  allemal  durch  hk  getrennt.  Denn  es  werden  entweder 
gh  durch  fk  oder  hf  durch  gk  oder  fg  durch  hk  getrennt,  und 
zwar  schliesst  jede  dieser  Lagen  die  beiden  anderen  aus:  wären 
nun  gh  durch  fk  getrennt,  so  übertrüge  sich  dies  wegen  der  Per- 
spectivität  auf  die  Paare  ßy  und  ad  und  von  da  wieder  auf  die 
Paare  fh  und  gh]  ebenso  würde  die  getrennte  Lage  von  hf  und  gk 
noch  die  von  gh  und  fk  bedingen.  Man  sagt  in  Rücksicht  auf  die 
getrennte  Lage  der  Paare  fg  und  hk,  dass  fg  durch  hk  harma- 
nisch  getrennt  werden.     Aber  m  auch  hk  durch  fg  har- 

monisch getrennt.  Denn  am  Dreieck  che  gehen  die  leiten  be, 
ob  resp.  durch  1t,  k,  f,  während  die  Strahlen  eh,  bk.  eg  in  einem 
Punkte  /  sich  treuen:  es  sind  nämlich  die  Dreiecke  cbg  und  hkc 
perspectiv,  weil  bg  kc.  gc  eh.  cb  hk  sich  in  drei  Punkten  daf 
einer  Geraden  schneiden.  Dagegen  werden  gh  durch  fk,  hf  durch 
gk  nicht  harmonisch  getrennt  u.  s.  w. 

Man  nennt  die  Punkte  fghk  harmonische  Punkte  >veine 
harmonische  Punktreihe,  ein  harmonisches  Gebilde  in  einer  Ge- 
raden), f  und  g  conjugirt,  ebenso  7*  und  /.•;  zwei  conjugirte  Punkte 
bilden  ein  Paar.  Mau  darf  die  beiden  Paare  mit  einander  vertau- 
schen, ebenso  in  jedem  Paare  die  beiden  conjugirten  Elemente. 
Wenn  also  von  den  acht  Anordnungen 
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fghk  gfhk  fgkh  gfkh 
hkfg  hkgf  khfg  khgf 
eine  harmonisch  ist,  so  sind  es  auch  die  übrigen;  aber  keine  andere 
Anordnung  derselben  vier  Punkte  ist  alsdann  harmonisch.  Zu  drei 
beliebigen  Punkten  fgh  in  einer  Geraden  kann  ein  und  nur  ein 
vierter  Punkt  k  derselben  Geraden  so  construirt  werden,  dass  fghk 
harmonisch  sind;  man  nennt  k  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
den  gegebenen  Punkten  fgh  (oder  gfh),  Welche  so  angeordnet  wer- 
den, dass  zuerst  zwei  conjugirte  stehen  und  zuletzt  derjenige,  dessen 
conjugirter  fehlt.  Um  zu  fgh  den  vierten  harmonischen  Punkt  k 
zu  construiren ,  zieht  man  durch  h  eine  beliebige  Gerade  und  nimmt 
in  ihr  zwei  beliebige  Punkte  ab;  diese  werden  aus  einem  Punkte  d 
nach  fg,  aus  einem  Punkte  c  nach  gf  projicirt;  der  Strahl  cd  be- 
stimmt in  fg  den  Punkt  k.  Die  Geraden  cf  fa  ac  bd  sind  die  Seiten 
eines  vollständigen  Vierseits,  an  welchem  aef  drei  Ecken  sind, 
deren  Gegenecken  bdg  von  den  Seiten  des  Dreiecks  aef  aus  der 
Geraden  bd  ausgeschnitten  werden.  Die  Geraden  ab  cd  fg,  welche 
je  zwei  Gegen  ecken  verbinden,  heissen  die  Diagonalen  oder 
Nebenseiten  des  vollständigen  Vierseits.  In  der  Diagonale  fg 
liegen  zwei  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits,  f  und  g,  ausser- 
dem zivei  Durchschnittspunkte  mit  den  beiden  anderen  Diagonalen,  h 
und  k;  solche  vier  Funkte  sind  allemal  harmonisch. 

Um  zu  erkennen,  ob  das  gerade  Gebilde  fghk  harmonisch  ist, 
wird  ein  perspectives  gerades  Gebilde  aßyd  zu  Hülfe  genommen, 
in  welchem  a  mit  f  zusammenfällt  oder  ß  mit  g  u.  s.  w.  Es  mag 
d  mit  k  zusammenfallen;  alsdann  müssen,  wenn  fghk  harmonische 
Punkte  sind,  auch  die  Gebilde  gfhk  und  aßyd  sich  in  perspectiver 
Lage  befinden.  Daraus  wird  zunächst  die  harmonische  Lage  auch 
der  Punkte  aßyd  erkannt.  Um  dies  auf  beliebige  perspective  Punkt- 
reihen fghk  und  f'g'h'k',  von  denen  die  erstere  harmonisch  ist,  zu 
übertragen,  braucht  nur  noch  der  Fall  geprüft  zu  werden,  wo  weder 
f  in  f  fällt,  noch  g  in  g  u.  s.  w.  Die  Punkte  h'  und  k  sind  alsdann 
vo  einander  verschieden,  und  die  Gerade  h'k  wird  von  den  in  einem 
Punkte  zusammenstossenden  Strahlen  ff  gg  hh'  kk'  in  aßyd  so 
geschnitten,  dass  y  mit  h',  d  mit  k  identisch  ist;  es  werden  aßyd 
harmonisch,  folglich  auch  fg'h'k'. 

Ist  von  zwei  perspectiven  geraden  Punktreihen  die  eine  harmo- 
nisch, so  ist  es  auch  die  andere.  Oder:  Jede  Protection  einer  har- 
monischen Punktreihe  ist  wieder  harmonisch. 

Wenn  in  einer  Planfigur  eine  Punktreihe  harmonisch. ist,  so 
hat  man  darin  eine  graphische  Eigenschaft  der  Planfigur  zu  er- 
blicken.    Bei  der  Definition  harmonischer  Punkte  werden    freilich 
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diese  Punkte  jiiclii   unter  sich  allein   durch  graphische  Begriffe  in 
Beziehung  gesetzt,   sondern    i  en   noch  andere   Elemeni 

Hülfe  genommen  worden,    und  es  brauchen  die  zu  i   der 

Punktreihe  zugezogenen  fremden  Elemente  nicht '  in  der  Ebene 
jener  Planfigur  zu  liegen.  Aber  die  bei  der  Wahl  dieser  Elemente 
gestattete  Willkür  läset  sich  benutzen,  um  die  Prüfung  der  Punkt- 
reihe in  irgend  einer  sie  verbindenden  Ebene,  also  insbesondere  in 
der  Ebene  der  betrachteten  Planfigur  zu  bewirken.  Gehen  wir  daher 
zu  einer  perspectiven  centrischen  Figur  über,  so  dass  der  Punkt- 
reihe ein  Strahlenbüschel  entspricht,  so  wird  die  an  der  Punktreihe 
bemerkte  Eigenschaft  nach  dem  in  §  10  ausgesprochenen  1 1 
auf  das  Strahlenbüschel  übertragen,  und  es  wird  angemessen  sein, 
für  die  centrische  Figur  analoge  Definitionen  zu  geben. 

Demgemäss  nennt  man  vier  Strahlen  fghk  in  einem  Büschel 
harmonisch,  ein  harmonisches  Strahlenbüschel,  wenn  ein 
concentrisches  Strahlenbüschel  aßyd  existirt,  welches  zu  fghk  per- 
spectiv ist  und  zugleich  entweder  zu  gfhh  oder  zu  fgkh.  Die 
Strahlen  /"  und  g  heissen  conjugirt,  ebenso  h  und  h\  zwei  conjugirte 
Strahlen  bilden  ein  Paar;  die  beiden  Paare  liegen  getrennt.  Die 
Sätze  über  harmonische  Punkte  dürfen  wir  ohne  Wei- 
teres auf  harmonische  Strahlen  übertragen.  Man  darf 
also  in  jedem  harmonischen  Strahlenbüschel  fghk  die  beiden  Paare 
mit  einander  vertauschen,  ebenso  in  jedem  Paare  die  conjugirten 
Elemente,  aber  jede  andere  Vertauschung  hebt  die  harmonische 
Lage  auf.  Sind  die  Strahlen  aßyd  eines  Büschels  zu  den  Strahlen 
fghk  eines  concentrischen  Büschels  und  zu  gflik  perspectiv,  so  fällt 
entweder  y  in  h  oder  $  in  k.  Werden  vier  harmonische  Strahlen 
fghk  nach  den  mit  ihnen  concentrischen  Strahlen  aßylc  projicirt, 
so  sind  auch  gfhh  und  aßylc  perspectiv.  Ist  von  zwei  perspectiven 
concentrischen  Strahlenbüscheln  das  eine  harmonisch,  so  ist  es  auch 
das  andere.    U.  s.  w. 

Wenn  ein  Strahlenbüschel  und  eine  gerade  Punktreihe  sich  in 
perspectiver  Lage  befinden,  so  kann  man  jenes  als  eine  centrische 
Figur,  diese  in  einer  den  Scheitel  des  Büschels  abschliessenden 
Ebene  als  perspective  Planfigur  betrachten.  Die  Prüfung,  ob  ein 
Strahlenbüschel  harmonisch  ist,  bewegt  sich  innerhalb  einer  centri- 
schen Figur,  zu  welcher  das  Strahlenbüschel  gehört;  die  Prüfung, 
ob  eine  Punktreihe  harmonisch  ist,  kann  man  in  jeder  ihrer  Ebenen 
vollziehen.  Die  harmonische  Lage  ist  demnach  eine  Eigenschaft. 
welche  sich  im  Falle  der  Perspectivität  vom  Strahlenbüschel  auf  die 
Punktreihe  und  umgekehrt  überträgt.  Befindet  sielt  ein  Stralden- 
büschel  mit  einer  Punktreihe  in  perspectiver  Lage  und  ist  das  eine 
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Gebilde  harmonisch,  so  ist  es  auch  das  andere.  Jeder  Schnitt  eines 
harmonischen  Strahlenbüschels  ist  harmonisch;  jedes  Strahlenbüschel, 
welches  eine  harmonische  Punktreihe  projicirt,  ist  harmonisch. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  zwei  Strahlenbüschel  mit  einer  und 
derselben  Punktreihe  perspectiv  liegen  und  das  eine  harmonisch  ist, 
auch  das  andere  diese  Eigenschaft  besitzt.  Wir  können  also  jetzt 
für  alle  Gattungen  perspectiver  Strahlenbüschel  den  Satz  ausspre- 
chen :  Ist  von  zwei  perspectiven  Strahlenbüscheln  das  eine  harmonisch, 
so  ist  es  auch  das  andere.  Jede  Projection  eines  harmonischen 
Strahlenbüschels  ist  demnach  wieder  harmonisch.  Ist  von  einem 
Ebenenbüschel  irgend  ein  Schnitt  (Punktreihe  oder  Strahlenbüschel) 
harmonisch,  so  ist  es  jeder. 

Ueberhaupt:  Wenn  von  sivei  perspectiven  ebenen  Gebilden  das 
eine  harmonisch  ist,  so  ist  es  auch  das  andere. 

Wenn  in  einer  Planfigur  ein  Strahlenbüschel  harmonisch  ist, 
so  kann  man  diese  Eigenschaft  nach  der  oben  gegebenen  Definition 
nicht  darstellen,  ohne  aus  der  Ebene  der  Planfigur  herauszutreten. 
Zu  einer  anderen  Definition,  welche  keine  Elemente  ausserhalb  der 
Ebene  des  Büschels  benutzt,  gelangt  man  folgendermassen.  Von 
einem  harmonischen  Strahlenbüschel  sei  a  der  Scheitel,  fghh  ein 
Schnitt,  also  eine  harmonische  Punktreihe.  Im  Strahl  ah  nehme 
ich  den  Punkt  b  beliebig-,  ab  mögen  nach  fg  aus  d,  nach  gf  aus 
c  projicirt  werden.  Wegen  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  voll- 
ständigen Viereck  ab  cd  und  den  Punkten  fgh  geht  die  Seite  cd 
durch  fcj  der  Schnittpunkt  der  Seiten  ab  und  cd  mag  mit  e  bezeich- 
net werden.  Bezeichnet  man,  wie  üblich,  Strahlen  eines  Büschels, 
wenn  etwa  a  der  Scheitel  ist  und  die  Strahlen  resp.  durch  fgh  .  .  . 
hindurchgehen,  kurz  mit  a{fgh  .  .  .),  so  sind  a(fghh)  und  b(fghh) 
perspectiv,  ebenso  a(cdeh)  und  b(cdeh),  d.  i.  a(gfhh)  und  b(fghh). 
Umgekehrt:  Liegen  in  einer  Ebene  zwei  perspective  Strahlenbüschel 
a{fghh)  und  b(fghh),  und  sind  auch  a(gfhh)  und  b(fghh)  per- 
spectiv, so  sind  a(fghh)  harmonisch.  Denn  wenn  die  Strahlen  ag 
und  bf  in  c ,  af  und  bg  in  d  sich  treffen,  so  liegt  der  perspective 
Durchschnitt  der  Büschel  a(gfhh)  und  b(fghh)  auf  der  Geraden 
cd,  auf  welcher  mithin  ah  und  bh,  ah  und  bh  sich  begegnen 
müssen.  Von  den  Strahlen  ah  und  ah  ist  sicher  einer  von  ab  ver- 
schieden, etwa  ah,  also  ah  von  bh  verschieden,  h  in  cd,  aber  h 
nicht  in  cd,  mithin  abh  in  einer  Geraden,  fghh  harmonisch,  ebenso 
die  Strahlen  a(fghh). 

Ein  harmonisches   Strahlenbüschel  fghh  können  wir  demnach 
auch  als  ein  solches  definiren,  welches  zu  einem  in  derselben  Ebene 
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enthaltenen  Strahlenbüsche]  «ßyd  perspectiv  ifi  und  ■ 
weder  zu  ßayd  oder  zu  aßöy. 

Wenn  die  Strahlen  fg  ein«   Büschels  mit  den  Strablei 
andern   Büschels  perspectiv  liegen  and  zugleich  mit  /i' 
•Ich  sich  ///«/i  zu  je  zweien  un'l  liegen  demnach  entweder  in  einem 
ßttndel  oder  in  einer  Ebene.    Ich  kann  also  die  obigen  Erklär  i 
in   die  folgende   zusammenfassen:    Ein  Strahlenbfische]  fghh   wird 
harmonisch  genannt,  wenn  es  zu  einem  andern  Strahlenbüschel  aßyd 
perspectiv   li'"gt  und  und  zugleich   zu  ßayd   oder  zu   aßdy. 

.Sind   die    Strahlenbüsche]   fghh    und   gfhli    mit    dem    Strahlen- 
büschel aßyd  perspectiv,  so  fallt  entweder  h  mit  y  zusammen  oder 
k  mit  d.    Sind  die  Strahlenbüschel  fgh   und  gfh  mit  aßy  pers] 
/^  von  7  verschieden,    so  haben  sie   einen  Strahl  &  gemein,    Dl 
sind  fyhk  harmonisch.     Sind   die   Strahlen   fghJc    harmonisch    und 
mit  den  Strahlen  aßyk    perspectiv,    so   sind  auch  fghh    und  ß 
perspectiv. 

Wir  gehen  jetzt  zum  Ebenenbifechel  über.  Vier  Ebenen  fghl 
in  einem  Büschel  werden  harmonisch  genannt,  wenn  sie  zu  einem 
Ebeuenbüschel  aßyd  perspectiv  liegen  und  ausserdem  entweder  zu 
ßayÖ  oder  zu  aßdy.  Da  perspective  Ebenenbüschel  eine  centrische 
Figur  bilden,  so  ergiebt  sich  die  Möglichkeit  des  harmonischen 
Ebenenbüschels  aus  der  des  harmonischen  Strahlenbüschels,  wie 
jeder  graphische  Satz  über  centrische  Figuren  aus  dem  entsprechen- 
den über  Planfiguren.  Es  sei  0  der  Scheitel  des  Ebenen  bündeis 
fg h k aßyd ,  0,  ein  beliebiger  anderer  Punkt  in  der  Axe  des  Büschels 
fghh,  f'g'li'k'a'ß'y'd'  der  Schnitt  jenes  Bündels  mit  einer  die  Puukte 
0  und  Oj  ausschliessenden  Ebene ,  und  aus  Ot  seien  an  die  Strah- 
len a'ß'y'd'  die  Ebenen  «i/^y,«),  gelegt.  Dann  sind  f'g'lt'k'  und 
a'ß'y'd'  zwei  Strahlenbüschel,  atßlyldi  ein  Ebenenbüschel;  f 'g ' )> ' k' 
liegen  zu  a'ß'y'd'  perspectiv  und  ausserdem  entweder  zu  ß  • 
oder  zu  a'ß'd'y;  folglich  liegen  fghh  zu  cclßiyldi  perspectiv  und 
zugleich  zu  ßicclyld1  oder  zu  alßldiyi.  Die  Eigenschaft  des  Ebeuen- 
büschels  fghh,  dass  es  harmonisch  ist,  kann  hiernach  dargestellt 
werden  unter  Zuziehung  von  Ebenen ,  welche  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Axe  gehen. 

In  dem  harmonischen  Ebenenbüschel  fglik  heissen  /'  und  g 
conjugirt,  ebenso  h  und  fc;  es  werden  fg  durch  hk  getrennt,  u.  s.  w. 
Man  kann  harmonische  Ebenen  als  diejenigen  definiren,  welche  in 
harmonischen  Strahlen  geschnitten  werden. 

Befinden  sich  zwei  Ebenenbüschel  in  perspectiver  Lage  und  ist 
das  eine  harmonisch,  so  ist  es  auch  das  andere;  denn  der  perspec- 
tive Durchschnitt    ist    dann    zu    beiden   harmonisch.     Befindet   sich 
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endlich  eiiie  Punktreihe  mit  einem  Ebenenbüschel  in  perspectiver 
Lage  und  ist  das  eine  Gebilde  harmonisch,  so  ist  es  auch  das 
andere. 

Diese  Bemerkungen  und  die  dazu  gehörigen  früheren  lassen 
sich  jetzt  zu  einem  Satze  vereinigen:  Wenn  von  zwei  perspectiven 
Gebilden  das  eine  harmonisch  ist,  so  ist  es  auch  das  andere.  Aber 
die  Aufstellung  eines  Satzes,  welcher  bei  aller  Kürze  des  Ausdrucks 
so  viele  einzelne  und  verschiedenartige  Erscheinungen  umfasst,  setzt 
bezüglich  der  Begriffsbildung  die  entsprechende  Zweckmässigkeit 
und  Allgemeinheit  voraus.  Es  wäre  schwerlich  gelungen,  diese 
Eigenschaften  bei  den  Begriffen  der  Perspectivität  und  der  harmo- 
nischen Lage  zu  erzielen,  wenn  man  sich  auf  diejenige  Termino- 
logie beschränkt  hätte,  bei  welcher  zweien  Geraden  in  einer  Ebene 
nicht  nothwendig  ein  Durchschnittspunkt,  zweien  Ebenen  nicht  noth- 
wendig  eine  Durchschnittslinie  zukommt.  — 

Zu  späterer  Anwendung  werden  hier  noch  folgende  Sätze  ab- 
geleitet. 

Wenn  die  Punkte  fg  sowohl  durch  hk  als  durch  uv  harmonisch 
getrennt  werden,  so  kann  man  von  den  Punkten  fgku  durch  wieder- 
holte Projection  zu  den  Punkten  fghv  gelangen.    Beweis:  Man  kann 

ein  vollständiges  Viereck  a  b  c  d 
derart  construiren,  dass  ad 
und  bc  in  /,  bd  und  ae  in 
g  sich  schneiden,  ab  durch 
h,  cd  durch  Tc  hindurchgeht. 
Wird  bv  von  df  in  a',  ga' 
von  bf  in  c  getroffen,  so 
geht  de  durch  u.  Also  wer- 
den fghu  aus  d  auf  bc  nach 
fbec  ,  diese  aus  g  auf  ad 
nach  fdad,  diese  aus  b  auf 
fg  nach  fghv  projicirt. 

Sind  demnach  fghk  und 
fguv  harmonische  Gebilde, 
fh  durch  gu  getrennt,  so  sind 
fh  durch  gv  getrennt. 
Sind  fghh  und  fguv  harmonische  Gebilde,  so  iverden  hh  durch 
uv  nicht  getrennt.  Beweis:  Da  fg  durch  uv  getrennt  werden,  so 
werden  fg  auch  durch  eines  der  Paare  hu  oder  hv  getrennt,  etwa 
durch  hv;  es  sind  dann  fg  durch  hu  nicht  getrennt,  sondern  etwa 
fJc  durch  gu.  Also  sind  nach  dem  vorigen  Satze  gv  auch  durch 
fh  getrennt,  aber  nicht  durch  fu,  folglich  gv  durch  hu.    Hiernach 
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Iiat  man  m    durch  ///   getrennt,  aber  nicht  durch  A- 

durch  /  A,  ferner  fh  durch  //"  getrennt,  aber  nicht  durch  <//<, 

lieh  /  /  durch  A" :  endlich  hu  durch  i 

/>,  folglich  A"  durch  /• '\  ÄÜ  nicht  durch 

Es  seien  abc  drei  Punkte,  welche  nicht  in  gerader  I 

ABC   ihre4  Verbindungslinien   &<   ca  ao,    e  ein   Punl 

a  /"  aoecerhalb  d<  len  .1  B( '. 

endlich  E  ie  d»-r  1 

abi  db   der   Büschel 

Die  Strahlen  .1 .  /<'.  C  geben 
mit   den  Strahle  drei 

Durchachnittspunkte  e,, 
Punkte    «,  6,  c  geben    reap.  mit 
den  Punkten  J  /..  /;/.    (  E  drei 
Verbindungslinien    2?(,    E  .    E 
Da   die   Dreiecke    a&e  und 
perspectiv    werden,    so    sein, 
sich    die    Strahlen    -1     und 


B   und    cy. ,,    C  und   e,C,    in    drei 
rankten   e,,  £:,  £3    auf  einer 
Fig.  3&  raden;     diese    Gerade    heiast    die 

Polare  (auch  Harmonikale) 
des  Punktes  c  für  das  Dreiseit  ABC  oder  für  das  Dreieck 
a&C.  Da  die  Punktreihen  OCC, £,,  (w/f.,f.,,  abe^e.  harmonisch  sind, 
so  (jreW  die  Polare  von  c  für  ABC  durch  dk  vierten  harmonischen 
Pmikte  eu  bccx,  cac2,  abe$.  Ebenso  liegen  die  Dreiseite  A  BC 
und  EtE2E3  perspectiv,  die  Verbindungslinien  der  Punkte  a  und 
/•;., /•.'.,  b  und  E3  E{ ,  C\mdE1EJ  laufen  durch  einen  Punkt,  welcher 
als  der  Pol  der  Geraden  E  für  das  Dreieck  abc  oder  für 
das  Dreiseit  ABC  bezeichnet  wird;  durch  den  Fol  vo\  E  für 
abc  gelten  die  vierten  harmonischen  Strahlen  zu  BCl.\.  (.  -17/.,. 
ABE3.  Werden  die  Punkte  abc  mit  resp.  elsiei  durch  die  Strahlen 
E' E" E"'  verbunden,  so  ist,  da  die  Punkte  cbelel  harmonisch 
liegen,  ac  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  BCE\  ebenso  be  zu 
CAE",  cc  zu  AB  E",  also  c  der  Pol  der  Geraden  sl£ii  d.  h. 
Punkt  e  ist  allemal  der  Pol  seiner  Volare.  Ebenso  ist  di<  Cerad> 
E  aUemal  die  Volare  ihres  Poles. 

Es  seien  ABC  drei  Ebenen,  welche  nicht  in  einem  Büschel 
liegen,  abc  ihre  Durchschnittslinien  BC  CA  A  IC  E  eine  Ebene 
des  Bündels  ABC  ausserhalb  der  Büschel  abc,  endlich  i  eine 
Gerade  des  Bündels  AB C  ausserhalb  der  Ebenen  ABC  Die  Strah- 
len a,  b,  c  geben  resp.  mit  den  Strahlen  AJC   V  IC  CE  drei  Ebe- 
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uen  El}  E2,  E3;  die  Ebenen  A,  B,  C  geben  resp.  mit  den  Ebenen 
ae,  be,  ce  drei  Durchschnittslinien  e1}  e2,  e3.  Dann  gehen  die  Ver- 
bindungsebenen der  Strahlen  a  und  E2E3,  b  und  EzEi}  c  and 
E1E2  durch  eine  Gerade,  welche  die  Polare  (Harmonikale) 
der  Ebene  E  für  das  Strahlentripel  abc  oder  für  das  Ebe- 
nentripel  ABC  genannt  wird,  und  die  Durchschnittslinien  der 
Ebenen  A  und  e2e3,  B  und  e3e, ,  C  und  e±e2  fallen  in  eine  Ebene, 
welche  die  Polare  (Harmonikaiebene)  des  Strahles  e  für 
das  Ebenentripel  ABC  oder  für  das  Strahlentripel  abc 
heisst.  Die  Polare  von  E  für  abc  liegt  in  den  vierten  harmonischen 
Ebenen  zu  BCEi,  CAE2,  ABE%\  die  Volare  von  e  für  ABC  ent- 
halt die  vierten  harmonischen  Strahlen  m  bcel}  cae2,  abe3.  Die 
Ebene  E  ist  die  Polarebene  ihres  Polarstrahles;  der  Strahl  e  ist 
der  Polarstrahl  seiner  Polarebene. 

Endlich  seien  ab  cd  vier  Punkte,  welche  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  AB  CD  ihre  Verbindungsebenen  bcd  cda  dab  abc,  e  ein 
Punkt  ausserhalb  der  Ebenen  AB  CD,  E  eine  Ebene  ausserhalb 
der  Bündel  ab  cd.  Die  Ebenen  A,  B,  C,  D  geben  resp.  mit  den 
Strahlen  ae,  be,  ce,  de  vier  Durchschnittspunkte  eif  e2,  e3,  e4;  die 
Punkte  a,  b,  c,  d  geben  resp.  mit  den  Strahlen  AE,  BE,  CE,  DE 
vier  Verbindungsebenen  E1}  E2,  Es,  EA.  Wenn  die  Ebene  abe 
die  Gerade  cd  im  Punkte  e12,  die  Ebene  ace  die  Gerade  bd  im 
Punkte  e13  u.  s.  w.  schneidet,  so  treffen  sich  die  Strahlen  eHe22, 
e2ie3l,  eueV2  in  e,  folglich  die  Strahlen  erieli  (in  der  Ebene  bcd) 
und  e23e24  (in  der  Ebene  acd)  auf  der  Geraden  cd  in  einem  Punkte 
£)2,  die  Strahlen  e12eu  und  e23eu  auf  der  Geraden  bd  in  einem 
Punkte  sVi  u.  s.  w.;  in  der  Ebene  A  werden  die  Punkte  £io£13£14 
durch  die  Polare  von  e,  für  bcd  verbunden,  in  der  Ebene  B  die 
Punkte  £23  e2i  s12  durch  die  Polare  von  e2  für  cda  u.  s.  w.  Folg- 
lich liegen  die  Punkte  £j2£i3£u£23£24£34  au^  einer  Ebene,  welche 
die  Polare  (Harmonikaiebene)  des  Punktes  e  für  das 
Ebenenquadrupel  ABCD  oder  für  das  Punktquadrupel 
ab  cd  genannt  wird.  Die  Polarebene  von  e  für  ABCD  enthält  die 
Polargeraden  von  eif  e2,  e3,  ei  resp.  für  bcd,  cda,  dab,  abc.  Ebenso 
gehen  die  Polarstrahlen  von  Eu  E.,,  Ez,  E±  resp.  im  BCD,  CDA, 
DAB,  ABC  durch  einen  Punkt,  welcher  der  Pol  der  Ebene  E 
für  das  Punktquadrupel  abcd  oder  für  das  Ebenenqua- 
drupel ABCD  heisst.  Für  bcd  ist  ex  der  Pol  der  Geraden  «12£,3, 
folglich  ist  ae  für  BCD  der  Polarstrahl  der  Ebene  ae12sVi,  ebenso 
be  für  CD A  der  Polarstrahl  der  Ebene  be12e23  u.  s.  w.,  d.  h.  der 
Punkt  e  ist  der  Pol  seiner  Polarebene.  Ebenso  ist  die  Ebene  E  die 
Polare  ihres  Poles. 
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tzt  ;ui  <1»  r  Zeit,    auf  die  zwiscl.- 
bestehenden   Zusammenhänge   näher    einzugehen,    wel 
|  9  wahrgenommen  werden  konnten.     Die  eine  Art  der  Zusammen- 
gehörigkeit  wurde  in  §  1<<  begründet   und  in  §  11  bereits  bei 

_  '.-stattete  uns,  die  Sätze  über  centrisehe  Figuren  aus  den  planime- 
trischen  herzustellen  und  zwar  derart,  dass  -ich  die  Ponld 
raden,  die  Geraden  in  Ebenen  verwandeln.     1  1.  2.  h 

einerseits  und  3.  4.  in  §  9  andererseits    b«jt».-n    <li  -piele 

einer  solchen  lebertragung.  Es  rindet  aber  noch  eine  wesentlich 
andere  Zusammengehörigkeit  statt,  welche  sich  überdies  nicht 
auf  jene  speciellen  Figuren  beschränkt.  Man  braucht  nur  den 
Sätzen  1,  2,  a,  b  in  §  9  die  Sätze  4.  3,  d,  c  in  §  9  gegenüberzu- 
stellen, um  wahrzunehmen,  wie  die  erste  Gruppe  durch  eine  sehr 
einfache  Aenderung  in  die  zweite  übergeht,  nämlich  indem  man  die 
Elemente  „Punkt"  und  -Ebene"  durchweg  mit  einander  vertauscht. 

Diese  Wahrnehmung  erstreckt  sich  auf  den  gesammten  Inhalt 
der  Geometrie  der  Lage;  man  darf  —  wie  sich  zeigen  wird  —  in 
jedem  graphischen  Satze  die  Worte  „Punkt"  und  „Ebene"  mit  ein- 
ander vertauschen,  vorausgesetzt,  dass  man  auch  die  dadurch  be- 
dingten weiteren  Yertauschungen  vornimmt.  Führt  mau  diese  Ver- 
tauschungen an  irgend  einem  graphischen  Satze  aus,  so  erhält  man 
einen  (im  Allgemeinen)  andern  Satz,  der  ebenfalls  richtig  i-t:  wen- 
det man  sie  aber  auf  den  zweiten  Satz  an,  so  wird  man  zum  ersten 
zurückgeführt.  Man  sagt  deshalb,  es  linde  in  der  Geometrie  der 
Lage  eine  Reciprocität  oder  Dualität  statt  zwischen  den  Punk- 
ten und  Ebenen,  und  stellt  jedem  graphischen  Begriffe  einen  reci- 
prokeu  oder  dualen  Begriff  gegenüber.  Dabei  ist  jeder  Begriti 
der  rec-iproke  seines  reciproken.  „Punkt"  und  „Ebene",  „gerade 
Punktreihe"  (Punkte  an  einer  Geraden)  und  „Ebenenbüschel"  (Ebe- 
nen an  einer  Geraden1.  .. Punkte  an  einer  Ebene-  und  »Ebenen 
eines  Bündels-,  ..Strahlen  eines  Büudels"  und  „Strahlen  an  einer 
Ebene-,  , Verbindungslinie  zweier  Punkte"  und  „Durchschnittslinie 
zweier  Ebenen",  „centrisehe  Figur"  und  „Planrigur"  sind  reeiproke 
Begriffe.  Die  „Gerade-,  das  v Aneinanderliegend  die  „getrennte 
Lage-  von  Elementenpaaren,  das  ..Strahlenbüschel"  Strahlen,  welche 
an  einer  Ebene  und  an  einem  Punkte  liegen")  sind  sich  selbst  reei- 
prok,  d.  h.  sie  weiden  von  jener  Yevtausehung  nicht  betroffen. 
Jeder  Figur  entspricht  eine  reeiproke.  Besteht  zwischen  zwei  Figuren 
Perspectivität.  wie  wir  sie  in  §   10  beschrieben  haben,  so   folgt  aus 
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den  dort  gegebenen  Erklärungen,  dass  allemal  auch  die  reciproken 
Figuren  perspectiv  sind.  Wir  werden  in  Folge  dessen,  wenn  wir  die 
in  §  11  aufgestellten  Definitionen  prüfen,  harmonische  Punkte  und 
harmonische  Ebenen  für  reciproke  Gebilde  und  harmonische  Strahlen 
für  ein  sich  selbst  reciprokes  Gebilde  erklären.  Oder  wir  sagen 
einfach:  die  Begriffe  „perspectiv"  und  „harmonisch"  sind  sich  selbst 
reciprok. 

Werden  nun  in  einem  graphischen  Satze  alle  geometrischen 
Begriffe  durch  die  reciproken  ersetzt,  so  entsteht  der  reciproke 
oder  duale  Satz.  Jeder  Satz  ist  der  reciproke  seines  reciproken. 
Manche  Sätze  sind  sich  selbst  reciprok,  z.  B.  der  Satz:  „Ist  von 
zwei  perspectiven  Strahlenbüscheln  das  eine  harmonisch,  so  ist  es 
auch  das  andere". 

Die  Kenntniss  der  Dualität  in  der  Geometrie  der  Lage  ist  des- 
halb von  grossem  Nutzen,  weil  sie  die  Berechtigung  gewährt,  nach 
jedem  für  richtig  erkannten  Theoreme,  welches  nicht  sich  selbst  reci- 
prok ist,  sofort  ein  anderes  Theorem  auszusprechen,  nämlich  das  reci- 
proke, für  welches  alsdann  kein  Beweis  erforderlich  ist.  In  der  That 
wird  man,  sobald  erst  die  Dualität  als  ein  allgemeines  Gesetz  nach- 
gewiesen ist,  in  jedem  einzelnen  Falle  den  reciproken  Satz  ohne 
Weiteres  anerkennen  müssen.  Aber  obschon  eine  aufmerksame 
Durchsicht  der  bisher  aufgestellten  graphischen  Theoreme  hinreicht, 
um  jenes  Gesetz  für  diese,  zu  bestätigen,  so  verfügen  wir  doch 
augenblicklich  noch  nicht  vollständig  über  die  geeigneten  Mittel, 
um  es  zu  seiner  Allgemeinheit  zu  erheben,  und  wir  müssen  uns 
also  jetzt  damit  begnügen,  die  Reciprocität  zwischen  Punkt  und 
Ebene  mit  einer  gewissen  Einschränkung  zu  begründen. 

Graphische  Sätze  wurden  zuerst  in  §  7  bewiesen;  es  folgten  in 
§  8  und  §  9  fast  ausschliesslich  ebensolche  Sätze.  Von  da  an 
trugen  die  Entwickelungen  einen  ganz  bestimmten  Charakter;  es 
wurden  nicht  mehr  andere  Sätze  hergeleitet  als  graphische,  und  es 
wurden  auch  bei  der  Herleitung  keine  Sätze  anderer  Art  benutzt. 
Die  §§  10  und  11  enthielten  also  graphische  Geometrie  mit  rein 
graphischen  Hülfsmitteln,  welche  zuvor  in  §§  7,  8,  9  angesammelt 
worden  waren.  Diese  Hülfsmittel  sind  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander. Allein  das  ist  für  unsern  Zweck  gleichgültig;  wir  brauchen 
bloss  festzuhalten,  dass  man  keiner  anderen  Sätze  bedarf,  um  die 
Geometrie  der  Lage,  soweit  sie  uns  jetzt  zugänglichst,  auszubauen. 
Dass  in  der  That  alle  graphischen  Theoreme,  welche  wir  ohne  Auf- 
stellung neuer  Grundsätze  beweisen  könnten,  sich  aus  jenen  Sätzen 
herleiten  lassen,  wird  durch  folgende  Ueberlegung  erkannt. 
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Wie  aus  §  9  (Anfang)  zu  entnehme  lä--t  rieb  jedes  .Theorem, 
welches  auf  nnserm  gegenwärtigen  Standpunkte  Oberhaupt 
bar  ist,  aus  den  graphischen  Batzen  der  g$  7.  8,  9  in  Verbindung 
mit  den  Sätzen  6.  7.  8.  9.  12.  de«  §  l,  dem  Satze  10. 
den  Sätzen  •">.  <>.  des  §  8  deduciren.  Wenn  eigentliche  Elemente 
weder  im  Theoreme  selbst  vorkommen  noch  beim  Beweise  zu  HOlfe 
genommen  werden,  so  wird  der  Beweis  mit  jenen  graphischen 
Sätzen  allein  geführt;  die  anderen  Sätze  können  nicht  gebraucht 
werden,  so  lange  keine  eigentlichen  Elemente  auftreten.  Wir  «rollen 
diese  beiden  Satzgruppen  liier  als  die  „erste*  und  „zweite4  onter- 
seheideu.  Wenn  man  in  den  Sätzen  der  zweiten  Gruppe  überall, 
wo  von  eigentlichen  Punkten  in  einer  Geraden  die  Rede  ist  und  ron 
dem  einen  gesagt  wird,  dass  er  zwischen  zwei  anderen  li»Lrt  oder 
nicht,  die  Worte  „bei  ausgeschlossener  Ebene  iVa  hinzufügt  und 
sodann  die  eigentlichen  Elemente  überall  durch  beliebige  ersetzt, 
so  erhält  man  graphische  Sätze,  welche  vollkommen  richtig  sind  und 
sich  in  der  ersten  Gruppe  aufgeführt  finden. 

Handelt  es  sich  um  ein  graphisches  Theorem,  so  kommen 
eigentliche  Elemente  im  Theoreme  selbst  nicht  vor.  Es  können 
also  beim  Beweise  die  Sätze  der  zweiten  Gruppe  nur  dann  eine 
Rolle  spielen,  wenn  eigentliche  Elemente  beim  Beweise  zu  Bülfe 
genommen  werden.  Ist  dies  der  Fall,  so  füge  man  in  dem  Beweise 
überall,  wo  von  drei  eigentlichen  Punkten  in  einer  Geraden  die 
Rede  ist  und  von  dem  einen  gesagt  wird,  dass  er  zwischen  zwei 
anderen  liegt  oder  nicht,  die  Worte  „bei  ausgeschlossener  Ebene  N" 
hinzu,  ersetze  sodann  die  eigentlichen  Elemente  überall  durch  be- 
liebige und  nehme  endlich  statt  auf  die  Sätze  der  zweiten  Gruppe 
auf  die  entsprechenden  Sätze  der  ersten  Gruppe  Bezug.  Der  so 
veränderte  Beweis  hat  volle  Gültigkeit;  aber  er  ist  von  den  Sätzen 
der  zweiten  Gruppe  durchaus  unabhängig,  und  man  kann  demnach 
jedes  graphische  Theorem,  welches  sich  aus  den  beiden  Gruppen 
herleiten  lässt,  schon  mit  Hülfe  der  ersten  Gruppe  beweisen. 

Die   Geometrie   der  Lage  muss   sich   also    darauf  be- 
schränken,   aus    den    graphischen    Sätzen    der    £§  7,  B, 
Folgerungen  zu  ziehen,  bis  eine  Vermehrung  ihres  Stof- 
fes   durch    das    Hinzutreten    neuer    Grundsätze    möglich 
wird. 

Es  hat  jetzt  keine  Schwierigkeit,  die  Reciproeität  zwischen 
Punkt  und  Ebene  für  die  Geometrie  der  Lage,  soweit  sie  aus  den 
bisherigen  Grundsätzen  sich  entwickeln  lässt,  zu  begründen.  Das 
Gesetz  der  Reciprocität  wird  zunächst  für  die  graphischen  Sät/.e  der 
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§§  7,  8;  9  als  richtig  erkannt,  da  der  reciproke  Satz  eines  jeden 
ebenfalls  zu  dieser  Gruppe  gehört.  Jeder  andere  Satz,  der  in  Be- 
tracht kommen  kann,  ist  eine  Folgerung  aus  diesen  Sätzen.  Bei 
seinem  Ausspruche  und  beim  Beweise  werden  nur  graphische  Be- 
griffe verwendet.  Dabei  kann  man  sich  auf  die  Stammbegriffe  be- 
schränken; die  übrigen  sind  aus  den  Stammbegriffen  abgeleitet  und 
können  mit  Hülfe  der  betreffenden  Definitionen  herausgeschafft  wer- 
den. Jenes  Theorem  ist  also  das  Ergebniss  einer  Betrachtung,  in 
welcher  nur  die  graphischen  Stammbegriffe  vorkommen  und  nur  auf 
die  oben  bezeichneten  graphischen  Sätze  Bezug  genommen  wird. 
Wenn  man  in  dieser  Betrachtung  durchweg  das  Wort  „Punkt" 
durch  „Ebene",  „Ebene"  durch  „Punkt"  und  die  benutzten  Lehr- 
sätze durch  die  reciproken  ersetzt,  so  bleibt  ihre  Richtigkeit  unge- 
mindert;  aber  in  ihrem  Ergebniss  findet  man  „Punkt"  und  „Ebene" 
mit  einander  vertauscht,  d.  h.  man  hat  das  reciproke  Theorem  be- 
wiesen. 

Das  Gesetz  der  Reciprocität  zwischen  Punkt  und 
Ebene  ist  hiernach  wenigstens  in  den  angedeuteten 
Grenzen  gültig,  muss  aber  später  von  Neuem  geprüft 
werden. 

Kommen  wir  jetzt  noch  einmal  auf  die  Sätze  des  §  9  zurück. 
Es  erübrigt  noch,  die  Beziehungen  zwischen  den  Sätzen  1  und  3, 
2  und  4  zu  untersuchen.  Die  ersteren  handeln  von  Planfiguren, 
die  letzteren  von  centrischen  Figuren.  Dem  entsprechend  wird 
auch  die  folgende  Betrachtung  zu  Uebertragungsgesetzen  führen, 
welche  ebene  Figuren  wieder  in  ebene,  centrische  in  centrische  ver- 
wandeln und  auf  andere  Figuren  überhaupt  keine  Anwendung  finden. 

Die  Sätze  1.  und  3.  des  §  9  gehen  in  einander  über,  wenn  man 
die  Elemente  „Punkt"  und  „Gerade"  durchweg  mit  einander  ver- 
tauscht. Wenn  man  nun  die  bisher  aufgestellten  graphischen  Sätze, 
soweit  sie  sich  auf  Planfiguren  beziehen,  durchmustert,  so  beobachtet 
man  überall  die  Zulässigkeit  jener  Vertauschung;  und  da  dies  — 
wie  sich  zeigen  wird  —  auf  einem  allgemeinen  Gesetze  beruht,  so 
sagt  man,  es  finde  in  der  graphischen  Planimetrie  eine  Reciprocität 
oder  Dualität  statt  zwischen  den  Punkten  und  Geraden,  und  stellt 
jedem  graphischen  Begriffe  der  Planimetrie  einen  reciproken  oder 
dualen  Begriff  gegenüber.  Bei  dieser  auf  die  Ebene  bezüglichen 
Reciprocität  sind  „Punkt"  und  „Gerade",  „gerade  Punktreihe"  und 
„Strahlenbüschel",  „Verbindungslinie  zweier  Punkte"  und  „Durch- 
schnittspunkt zweier  Geraden"  reciprok,  das  „Aneinanderliegen"  und 
„Getrenntliegen"  sich  selbst  reciprok.  Sind  zwei  Figuren  in  einer 
Ebene  nach  den  in  §  10  gegebenen  Definitionen  perspectiv,  so  sind 
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allemal  auch  die  reciproken  Figuren  \  ■  D 

(1;ish  die  Begriffe  „perspectiv4  and  „harmonisch*  auch  in  d< 

»ich   Belbsi    iciijuolv   sind. 

Werden  in  einem  graphischen  Satze,   welcher  von   einer  Plan- 
figur  bandelt,  alle  Begriffe  durch  die  reciproken  ei 
der    reciproke  "der   duale  Bäte   der  Planüneti 
Satz  wieder  der  ursprüngliche  ist;  und  wenn  man  woD  zwei  solchen 
Sätzen  den  einen  bewiesen  hat,  so  darf  man  den  andern  ohne  einen 
besondern    Beweis   aussprechen.     Bierin    bestehi    i 
Dualität  für  die  Planfiguren,    von  dessen  Gültigkeit  wir  uns 
jetzl   überzeugen  wollen. 

Wir  kommen  sogleich  auf  den  richtigen  Weg,  wenn  wir  be- 
achten, dass  der  Uebergang  von  Satz  1.  des  §  9  zu  »Satz  3.  durch 
Satz  2.  vermittelt  werden  kann.  Man  gelang!  von  1.  zu  2.  durch 
die  eine,  von  2.  zu  .'>.  durch  die  andere  der  beiden  schon  begrün- 
deten Uebertragungsregeln  und  wird  demgemäss  von  1.  zu  3.  durch 
eine  Verknüpfung  beider  Regeln  direct  gelangen.  Wir  verfolgen 
den  Hergang  an  irgend  einem  graphischen  Satze  der  Planimetrie. 
In  einem  solchen  kann  nur  die  Rede  sein  von  Punkten  und  Geraden, 
die  an  einer  Ebene  liegen,  vom  Aneinanderliegen  der  Elemente 
und  vom  Getrenntliegen  der  Paare.  Der  Satz  bleibt  gültig,  wenn 
man  in  ihm  die  Punkte  durch  Geraden,  die  Geraden  durch  Ebenen, 
die  Ebene  durch  einen  Punkt  ersetzt,  aber  er  bezieht  sich  jetzt  auf 
eine  centrische  Figur.  Dem  so  erhaltenen  Theoreme  entspricht  ver- 
möge der  Reciprocität  zwischen  Punkt  und  Ebene  wieder  ein  plani- 
metrisches  Theorem;  um  dieses  herzustellen,  habe  ich  in  der  zwei- 
ten Fassung  die  Ebenen  durch  Punkte,  den  Punkt  durch  eine  Ebene 
zu  ersetzen,  während  alles  Andere  ungeäudert  bleibt.  Die  beiden 
Uebertragungen,  nach  einander  ausgeführt,  haben  also  auf  den  vor- 
gelegten Satz  die  Wirkung,  dass  sich  die  Punkte  in  Geraden  und 
die  Geraden  in  Punkte  verwandeln,  d.  h.  sie  liefern  den  dualen 
Satz  der  Planimetrie. 

Für  die  centrischen  Figuren  besteht  ein  ähnliches 
Gesetz,  nach  welchem  die  Sätze  '2.  und  4.  des  §  9  zusammen- 
gehören. Man  darf  in  jedem  graphischen  Satze,  der  von  einer  cen- 
trischen Figur  handelt,  die  Elemente  „Gerade"  und  „Ebene"  mit 
einander  vertauschen  und  demiremäss  von  einer  für  solche  Sätze 
gültigen  Reciprocität  zwischen  den  Geraden  und  Ebenen  sprechen. 
Bei  dieser  sind  „Aneinanderliegen",  „  Getrenntliegen  ",  „perspectiv* 
und  „harmonisch"  sich  selbst  reeiprok,  „Gerade"  und  ..Ebene". 
„Strahlenbüschel"   und    „Ebenenbüschel",    „Ebene   zweier   Strahlen" 
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und  „Durchschnittslinie  zweier  Ebenen"  einander  reciprok.  Wenn 
von  zwei  reciproken  Sätzen  über  centrische  Figuren  der  eine  richtig 
ist,  so  ist  es  auch  der  andere.  Um  sich  hiervon  zu  überzeugen, 
braucht  man  nur  die  Dualität  zwischen  Punkt  und  Ebene  auf  die 
vorige  Betrachtung  anzuwenden. 

Bei  der  Begründung  der  Dualität  zwischen  den  Punkten  und 
Geraden  an  einer  Ebene  und  der  Dualität  zwischen  den  Geraden 
und  Ebenen  an  einem  Punkte  haben  wir  die  Dualität  zwischen  den 
Punkten  und  Ebenen  benutzt.  Da  diese  noch  nicht  ohne  eine  ger 
wisse  Einschränkung  bewiesen  werden  konnte,  so  bleibt  vorläufig 
auch  an  jenen  die  entsprechende  Einschränkung  haften.  Wir  kom- 
men auf  das  allgemeine  Dualitätsgesetz,  wenn  weitere  Grundsätze 
eingeführt  sein  werden,  wieder  zurück  (§§  16.  18),  um  es  von  der 
erwähnten  Beschränkung  zu  befreien.  Ist  dies  geschehen,  so  wird 
der  bezüglich  der  beiden  specielleren  Dualitätsgesetze  gemachte  Vor- 
behalt von  selbst  hinfällig.  — 

Ich  sagte:  Alles,  was  wir  von  graphischer  Geometrie  jetzt  her- 
stellen können,  besteht  in  Folgerungen  aus  den  graphischen  Sätzen 
der  §§  7 — 9;  in  diesen  kann  man  die  Worte  Punkt  und  Ebene 
durchweg  vertauschen;  deshalb  gelten  auch  die  Folgerungen  unge- 
schmälert weiter,  wenn  man  in  ihnen  die  Worte  Punkt  und  Ebene 
durchweg  vertauscht.  Es  muss  in  der  That,  wenn  anders  die  Geo- 
metrie wirklich  deductiv  sein  soll,  der  Process  des  Folgerns  überall 
unabhängig  sein  vom  Sinn  der  geometrischen  Begriffe,  wie  er  un- 
abhängig sein  muss  von  den  Figuren;  nur  die  in  den  benutzten 
Sätzen,  beziehungsweise  Definitionen  niedergelegten  Beziehungen 
zwischen  den  geometrischen  Begriffen  dürfen  in  Betracht  kommen. 
Während  der  Deduction  ist  es  zwar  statthaft  und  nützlich,  aber 
Iceineswegs  nöthig,  an  die  Bedeutung  der  auftretenden  geometrischen 
Begriffe  zu  denken;  so  dass  geradezu,  wenn  dies  nöthig  wird,  dar- 
aus die  Lückenhaftigkeit  der  Deduction  und  (wenn  sich  die  Lücke 
nicht  durch  Abänderung  des  Raisonnements  beseitigen  lässt)  die 
Unzulänglichkeit  der  als  Beweismittel  vorausgeschickten  Sätze  her- 
vorgeht. Hat  man  aber  ein  Theorem  aus  einer  Gruppe  von  Sätzen 
—  wir  wollen  sie  Stammsätze  nennen  —  in  voller  Strenge  de- 
ducirt,  so  besitzt  die  Herleitung  einen  über  den  ursprünglichen 
Zweck  hinausgehenden  Werth.  Denn  wenn  aus  den  Stammsätzen 
dadurch,  dass  man  die  darin  verknüpften  geometrischen  Begriffe 
mit  gewissen  anderen  vertauscht,  wieder  richtige  Sätze  hervorgehen, 
so  ist  in  dem  Theoreme  die  entsprechende  Vertauschung  zulässig; 
man  erhält  so,  ohne  die  Deduction  zu  wiederholen,  einen  (im  All- 
gemeinen) neuen  Satz,  eine  Folgerung  aus  den  veränderten  Stamm- 
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gätzen.     Von   dieser    Berechtigung    wurde    lehon    im    enten    P 
graphen  wiederholt  Gebrauch  gemacht,  dann  im  dritten  and  rieften, 
endlich  im  gegenwärtigen  Paragraphen  nicht  I 
der  Dualität  zwischen  Punkt   und  ESbene,    sondern    ichon   beim  !;■■- 

der    Behauptung,    dass    alle    ans   jetzi    zugänglichen 
|iliisc|]cii  Sätze  sich  aus  den   graphischen  Batzen   der  3§  ~{ — •'  1°'- 
gern  hissen. 

Die  im  ersten  und  sechsten  Paragraphen  gegebenen  Bemer- 
kungen über  das  Beweisverfahren  werden  hierdurch  rervollstai 
Man  wird  diese  Erörterung  nicht  für  überflüssig  erklären,  wenn 
man  darauf  achtet,  wie  oft  die  besprochenen  Anforderungen  aner- 
füllt bleiben,  sogar  in  »Schriften,  welche  sich  die  Begründung 
der  Geometrie  oder  anderer  mathematischer  Disciplinen  zur  Auf- 
gabe machen.  Der  allgemeinen  Auffassung  nach  sollen  die  Lehr- 
sätze logische  Folgerungen  aus  den  Grundsätzen  sein.  Aber 
nicht  immer  bringt  man  sich  alle  benutzten  Beweismittel  ausdrück- 
lich zum  Bewusstsein.  Dass  dies  zum  Theil  von  der  Anwendung 
der  Figuren  herrührt,  ist  in  §  G  besprochen  worden;  aber  selbst 
wenn  kein  sinnliches  Bild,  nicht  einmal  die  bewusste  innerliche 
Vorstellung  eines  solchen,  zugelassen  wird,  so  übt  der  Gebrauch 
vieler  Wörter,  mit  denen  namentlich  die  einfacheren  geometrischen 
Begriffe  bezeichnet  werden,  an  sich  schon  einen  gewissen  Einfluss 
aus.  Einen  Theil  der  Ausdrücke,  mit  deren  Handhabung  im 
liehen  Leben  wir  durch  frühzeitige  Gewöhnung  vertraut  geworden 
sind,  treffen  wir  in  der  Wissenschaft  wieder  an;  und  wie  im  täg- 
lichen Leben  beim  Gebrauche  jener  Ausdrücke  zugleich  allerhand 
Beziehungen  zwischen  den  entsprechenden  Begriffen  sich  mit  unseren 
Gedanken  verflechten,  ohne  dass  wir  uns  davon  besondere  Rechen- 
schaft geben,  so  gelingt  es  selbst  in  der  strengen  Wissenschaft 
nicht  leicht,  die  unbewussten  Beimischungen  ganz  fernzuhalten. 
Eben  diese  Beimischungen  müssen  an  das  Licht  gebracht  werden. 
damit  die  Grundlage,  auf  welcher  sich  die  Geometrie  aufbaut,  in 
ihrem  wahren  Umfange  zu  erkennen  sei. 

Bei  der  Aufsuchung  neuer  Wahrheiten  wird  man  sich  unbe- 
denklich aller  Mittel  bedienen,  welche  zum  Ziele  führen  können. 
Anders  verhält  es  sich  mit  der  Prüfung  und  Darstellung  des  Ge- 
fundenen, welche  in  der  Mathematik  nur  dann  befriedigt,  wenn  die 
neue  Thatsache  als  eine  Folge  der  bekannten  Thatsachen  erscheint. 
Diese  Forderung  ist  wohl  aus  der  Wahrnehmung  entsprungen,  wie 
man  in  der  Mathematik  reichlicher  als  auf  irgend  einem  andern 
Gebiete  die  Möglichkeit  antrifft,  durch  Schlussfolgerungen  allein, 
ohne  besonderes  Experiment,   Neues   und  Richtiges   aus  Bekanntem 
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zu  finden;  sie  wird  um  so  sicherer  von  selbst  erfüllt,  je  weiter  man 
sich  von  den  Grundbegriffen  entfernt,  je  ausschliesslicher  man  also 
mit  zusammengesetzten  Begriffen  umgeht,  die  wegen  ihrer  nicht 
gemeinfasslichen  Bedeutung  keine  Relationen  zulassen,  welche  sich 
unbemerkt  in  eine  Schlussfolgerung  einschleichen  könnten.  Wenn 
nun  die  Mathematik  an  die  streng  deductive  Methode,  der  sie  ge- 
recht zu  werden  vermag,  sich  wirklich  bindet,  so  darf  man  hierin 
keinen  überflüssigen  Zwang  erblicken.  Der  Werth  jeuer  Methode 
besteht  darin,  dass  die  ihr  entsprechende  Auffassung  des  Beweis- 
verfahrens alle  Willkür  ausschliesst,  während  bei  jeder  andern  Auf- 
fassung die  Unanfechtbarkeit  der  Beweise  aufhört,  weil  der  Be- 
urtheilung  keine  scharfe  Grenze  gezogen  werden  kann.  Die 
Unanfechtbarkeit  der  Beweise,  durch  welche  die  Lehrsätze  auf  die 
Grundsätze  zurückgeführt  werden,  im  Verein  mit  der  Evidenz  der 
Grundsätze  selbst,  welche  durch  die  einfachsten  Erfahrungen  ver- 
bürgt sein  sollen,  giebt  der  Mathematik  den  Charakter  höchster 
Zuverlässigkeit,  den  man  ihr  zuzuschreiben  pflegt.  Um  diese  Eigen- 
schaften überall  zu  erzielen,  wird  man  sich  allerdings  zu  mancher 
Weitläufigkeit  genöthigt  sehen;  aber  auf  der  andern  Seite  werden 
gerade  durch  eine  präcise  Darstellung  gewisse  Vereinfachungen  er- 
möglicht. Zunächst  hat  die  erhöhte  Verwendbarkeit  der  Beweise 
sich  schon  wiederholt  als  nützlich  erwiesen  (vgl.  S.  99).  Sodann  — 
und  darauf  möchte  ich  hier  das  Hauptgewicht  legen  —  erkennt 
man  bei  solcher  Darstellung  die  Entbehrlichkeit  gewisser  Bestand- 
teile, welche  gewohnheitsmässig  mit  überliefert  werden.  Die  Wis- 
senschaft schöpft  einen  Theil  ihres  Stoffes  unmittelbar  aus  der 
Sprache  des  täglichen  Lebens.  Aus  dieser  Quelle  sind  Ausdrucks- 
weisen und  Anschauungen,  mit  denen  man  wissenschaftliche  Sätze 
nicht  formuliren  sollte,  auch  in  die  Mathematik  hineingelangt  und 
dort  die  Veranlassung  geworden,  dass  gewisse  Partieen  unklar  er- 
scheinen, und  dass  sich  zahlreiche  Discussionen ,  namentlich  über 
geometrische  Dinge,  erhoben  haben.  Welche  Rolle  die  einzelnen 
Begriffe  und  Relationen  in  dem  Systeme  spielen,  wieweit  sie  für 
das  Ganze  noth wendig  oder  entbehrlich  sind,  tritt  nur  bei  absolut 
strenger  Darstellung  an  den  Tag.  Erst  wenn  auf  solchem  Wege 
die  wesentlichen  Bestandtheile  vollständig  gesammelt,  die  überflüs- 
sigen aber  ausgeschieden  sind,  wird  man  für  jene  Discussionen, 
soweit  sie  nicht  dadurch  gegenstandslos  werden,  die  richtige  Grund- 
lage besitzen. 
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13.    Von  <icii  congrnenten  Hgitm 

Bei   der   geometriechen    Betrachtang   einer   Figur  wird    immer 
vorausgesetzt,  dasa   ihre    Bestandtheile  einem   festen    Körj 
hören   oder   «loch    mit    einander    in   hinreichend   fest«  t   Verbindung 
stehen.    In  den   bisherigen  Entwickelungen  wurde  mom' 

inen,  dass  alle  in  einer  und  dersellx.-u  Betrachtung  auftretende 
niente   eine  Figur  im   obigen   Sinne   bilden,    und    wenn    o 
Figuren  in  Beziehung  gebracht  wurden,  wie  dies  /..  15.  bei  der  Fr- 
klärung  der    Perspectivität  geschah,   so  mussten  jene   Figuren   mit 
einander  fest  verbunden  sein. 

Wir  werden  jetzt,  um  den  Begriff  der  Congruenz  einzuführen, 
uns  für  einige  Zeit  auf  Figuren  beschränken,  welche  nur  aus  Punk- 
ten zusammengesetzt  sind,  und  zwar  aus  eigentlichen  Punk- 
ten. Wir  halten  daran  fest,  dass  jede  Figur  auf  einem  i 
Körper  verzeichnet  ist,  aber  wir  verlangen  nicht,  dass  alle  gleich- 
zeitig betrachteten  Figuren  sich  auf  einem  und  demselben  t 
Körper  befinden.  Ist  eine  Figur  ab  cd  gegeben,  so  darf  man  die 
Punktgruppen  ab,  ac,  abc  u.  s.  w.  ebenfalls  Figuren  nennen;  aber 
wenn  zwei  Figuren  ef  und  gh  gegeben  sind,  so  kommt  der  Punkt- 
gruppe cfgh  der  Name  einer  Figur  nicht  nothwendig  zu,  weil  die 
Figuren  ef  und  gh  möglicherweise  gegen    einander  beweglich  sind. 

Es  seien,  um  mit  dem  einfachsten  Falle  zu  beginnen,  zwei  fest 
verbundene  Punkte  ab  gegeben  und  zwei  ebenfalls  fest  verbundene 
Punkte  ab'.  Die  Figuren  ab  und  ab'  sind  entweder  gegen  ein- 
ander beweglich  oder  nicht.  Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  sie  gegen 
einander  beweglich  sind.  Man  kann  dann  (nachdem  etwaige  stö- 
rende Bestandtheile  der  festen  Körper  beseitigt  sind)  die  Figuren 
bewegen,  bis  die  Punkte  a  und  a  aneinanderstossen  oder  die  Punkte 
b  und  b' .  Wenn  es  gelingt,  beides  gleichzeitig  zu  bewirken,  so 
sagt  man,  dass  die  Figuren  ab  und  ab'  zum  Decken  gebracht 
sind,  und  wenn  die  Figuren  hierauf  wieder  beliebig  bewegt  wer- 
den, so  wird  von  ihnen  gesagt,  dass  sie  einander  zu  decken  ver- 
mögen. 

Wie  immer  die  Figur  ab  gegeben  sein  mag,  so  kann  man 
Figuren  herstellen,  welche  im  Stande  sind,  ab  zu  decken.  Man 
wird  sich  dazu  eines  festen  Körpers  bedienen,  welcher  die  Punkte 
a  und  b  gleichzeitig  zu  berühren  vermag;  auf  einem  solchen  wer- 
den zwei  Punkte  a  und  ß  so  gewählt,  dass  die  Figuren  ab  und  aß 
sich  zum  Decken  bringen  lassen.  Mau  bewegt  z.  B.  einen  St  ah 
(Maasstab,  Lineal)  an  die  Punkte  a  und  b  heran  und  vermerkt  auf 
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ihm  die  Stellen,  welche  an  a  und  b  stossen;  oder  man  stellt  die 
Spitzen  eines  Zirkels  auf  die  Punkte  a  und  b,  so  dass  die  Spitzen 
mit  a  nnd  ß  bezeichnet  werden  können.  Es  ist  gleichgültig,  welche 
Spitze  auf  a,  welche  auf  b  gestellt  war-,  überhaupt,  wenn  die 
Figur  aß  im  Stande  war  ab  zu  decken,  so  kann  sie  auch 
mit  ba  zum  Decken  gebracht  werden. 

Ich.  kehre  jetzt  zu  den  Figuren  ab  und  ab'  zurück,  von  denen 
vorläufig  angenommen  wurde,  dass  sie  gegen  einander  beweglich 
sind.  Mit  aß  bezeichne  ich  eine  gegen  ab  und  a'b'  bewegliche 
Figur,  welche  mit  ab  zum  Decken  gebracht  werden  kann,  und 
prüfe,  ob  auch  ab'  und  aß  zum  Decken  gebracht  werden  können. 
Es  zeigt  sich,  dass  diese  Prüfung  die  vorige,  bei  welcher  ab  und 
a'V  unmittelbar  verglichen  wurden,  vollständig  ersetzt,  d.  h.  wenn 
(ausser  ab  und  aß  auch)  ab'  und  aß  sich  decken  können,  so  kön- 
nen ab  und  ab'  sich  decken,  und  umgekehrt.  Wenn  von  den  drei 
Figuren  ab,  a'b\  aß  eine  die  beiden  andern  decken  kann,  so  können 
diese  beiden  sich  decken. 

Sehen  wir  jetzt  ganz  davon  ab,  ob  die  Figuren  ab  und  ab' 
gegen  einander  beweglich  sind  oder  nicht.  Ich  kann  jedenfalls 
eine  Figur  herstellen,  welche  gegen  jene  beiden  Figuren  beweglich 
ist  und  mit  der  einen  zum  Decken  gebracht  werden  kann.  Ist  es 
möglich,  eine  und  dieselbe  Figur  sowohl  mit  ab  als  auch  mit  ab' 
zum  Decken  zu  bringen,  so  heissen  die  Figuren  ab  und  ab'  con- 
gruent. 

Wenn  die  Figuren  ab  und  ab'  gegen  einander  beweglich  sind, 
so  erweisen  sie  sich  als  congruent,  wenn  sie  sich  zu  decken  ver- 
mögen, und  es  ist  alsdann  die  Zuziehung  einer  dritten  Figur  nicht 
nöthig.  Wenn  die  Figuren  ab  und  ab'  mit  einander  fest  verbun- 
den, z.  B.  auf  einer  und  derselben  Platte  verzeichnet  sind,  so  ist 
es  zwar  nicht  unmöglich,  die  feste  Verbindung  zu  lösen;  aber  es 
ist  immer  erwünscht,  unter  Umständen  sogar  noth wendig,  ein  anderes 
Mittel  zur  Vergleichung  zu  besitzen.  In  der  That  sind  wir  gewohnt, 
solche  Figuren  durch  Vermittelung  einer  Hülfsfigur  zu  vergleichen, 
welche  in  der  Regel  durch  zwei  Punkte  an  einem  Stabe  oder  durch 
die  Spitzen  eines  Zirkels  dargestellt  wird.  Und  diese  Vermittel ung 
ist  geradezu  nothwendig,  wenn  die  Figuren  ab  und  ab'  einen  oder 
beide  Punkte  gemein  haben.  Es  sollte  nicht  ausgeschlossen  werden, 
dass  a  mit  a  zusammenfällt  oder  mit  &;  es  können  innerhalb  einer 
Figur  abb'  die  Theile  ab  und  ab'  congruent  sein.  Auch  ist  schon 
oben  die  Figur  ba  neben  der  Figur  ab  aufgetreten,  und  wir  haben 
bemerkt,  dass  eine  und  dieselbe  Figur  im  Stande  ist,  jene  beiden 
zu    decken.     Die    Figuren    ab   und    ba   sind    demnach    con- 
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gruent  zu  aenuen,  ohne  i  eine  directe  Vergleichon 

statten. 

Wir  Laben,  wenn  auch  zunäehsl  mir  für  dea  einfachsten  Fall, 
einen  neuen  Grundbegriff  eingeführt,  nämlich  den  Begrü)  i 
Figuren,  welche  zum  Decken  gebracht  werden  können,  und  mit 
Hülfe  desselben  die  Bedeutung  des  Wortes  „congruent"  •  rklürt. 
Wir  haben  zugleich  mehrere  sehr  einfache,  auf  den  neuen  B 
bezügliche  Thatsachen  erwähnt,  welche  anmittelbar  aas  der  Erfah- 
rung zu  entnehmen  sind.  Diese  Thatsachen  und  eine  Reihe  anderer 
von  gleicher  Beschaffenkeit  habe  ich  jetzt  als  Grundsätze  zu  for- 
muliren,  nach  deren  Herstellung  wieder  die  deductive  Bntwickelung 
Platz  greift.     Ich  spreche  zuerst  den  folgenden  Grundsatz  a 

I.  Grundsatz.  —  Die  Figuren  ab  und  ba  sind  congrm-nt. 

Sind  drei  Figuren  ab,  ab',  ab"  gegen  einander  beweglich, 
ist  schon  constatirt  worden,  dass  ab'  und  a" b"  einander  dei 
können,  wenn  ab  beide  zu  decken  vermag.  Sehen  wir  aber  wieder 
davon  ab,  ob  die  Figuren  fest  verbunden  sind  oder  nicht,  und  Betzen 
wir  voraus,  dass  ab  und  ab'  congruent  sind,  zugleich  auch  ad  und 
a"b".  Es  kann  also  eine  Figur  aß  zum  Decken  gebracht  werden 
mit  ab  und  ab',  ferner  eine  Figur  aß'  mit  ab  und  a"b" ;  aß 
gegen  ab  und  ab',  aß'  gegen  a  6  und  a"  b"  beweglich.  Die  Figuren 
ab  und  aß  sind  congruent-,  da  sie  möglicherweise  fest  verbunden 
sind,  so  sei  AB  eine  gegen  die  vorigen  bewegliche  Figur,  welche 
ab  decken  kann.  Es  können  sich  alsdann  decken  AB  und  ab, 
aß  und  ab,  aß'  und  ab,  folglich  AB  und  aß,  AB  und  aß'; 
ferner  ab'  und  aß,  ab"  und  aß!,  folglich  AB  und  n'b',  A  B  und 
a"b",  d.  h.  ab'  und  a"b"  sind  congruent.  Sind  zwei  Figuren  ab' 
und  ab"  einer  Figur  ab  congruent,  so  sind  sie  einander  con- 
gruent. Diese  Thatsache  wird  einen  besonderen  Fall  des  siebenten 
Grundsatzes  bilden. 

Ist  eine  Figur  ab  gegeben,  so  kann  man  eine  congruente  Figur 
ab'  herstellen,  von  der  man  den  einen  Punkt,  etwa  a,  beliebig 
wählen  darf.  Man  kann  nämlich  eine  Figur  aß  herstellen,  welche 
gegen  die  Figur  ab  und  den  Punkt  a  beweglich  und  ab  zu  decken 
im  Stande  ist;  mit  Hülfe  von  aß  (also  z.  ß.  des  Zirkels)  wird  so- 
dann V  aufgefunden  und  nötigenfalls  mit  a  in  feste  Verbindung 
gebracht.  Diese  Thatsache  ist  als  einfachster  Fall  im  achten  Grund- 
sätze mit  enthalten.  Hier  ist  jedoch  hinzuzufügen,  dass  in  Betreff 
des  Punktes  b'  noch  eine  bestimmte  Forderung  gestellt  werden  darf. 
Der  Punkt  a  konnte  beliebig  gewählt  werden ;  lassen  wir  ihn  mit 
a  zusammenfallen  und  ziehen  von  a  aus  eine  gerade  Strecke  nach 
irgend  einem  Puukte  c,  so  dass  die  Figur  abc  entsteht.     Man  kann 
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verlangen,  dass  V  in  dieser  Strecke  oder  in  ihrer  Verlängerung 
über  c  hinaus  augegeben  werde;  ein  solcher  Punkt  existirt  allemal 
und  zwar  nur  einer. 

II.  Grundsatz.  —  Zur  Figur  abc  kann  man  einen  und  nur 
einen  eigentlichen  Punkt  b'  derart  hinzufügen,  dass  ab  und  ab' 
congruente  Figuren  werden  und  b'  in  der  geraden  Strecke  ac  oder 
c  in  der  geraden  Strecke  ab'  liegt. 

Wird   also   die  gerade  Linie  ac  mit 
g  bezeichnet  und   in  ihr  der  eigentliche 
Punkt    c    ausserhalb    des    Schenkels    ac 
angenommen,  so  giebt  es  in  der  Geraden 
h'      °*~    a  ß     c     g     zwei    (und    nicht    mehr)    eigentliche 

Punkte,  b'  und  b",  von  denen  der  eine 
im  Schenkel  ac,  der  andere  im  Schenkel  ac  liegt,  so  dass  ab,  ab', 
ab"  congruente  Figuren  sind.  Man  kann  b'  und  b"  etwa  mit  Hülfe 
des  Zirkels  bestimmen. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Figuren  abc  und  a'b'c,  welche  aus 
je  drei  Punkten  bestehen.  Sie  sind  entweder  fest  mit  einander 
verbunden  oder  nicht.  Um  beide  Fälle  zugleich  zu  berücksichtigen, 
gehe  ich  davon  aus,  dass  stets  eine  Figur  aßy  herstellbar  ist,  welche 
gegen  jene  beiden  bewegt  und  mit  der  einen,  etwa  mit  abc,  zum 
Decken  gebracht  werden  kann,  wobei  die  Punkte  a  und  a,  b  und 
ß,  c  und  y  aneinanderstossen.  Eine  solche  Figur  lässt  sich  auf 
jedem  festen  Körper  verzeichnen,  der  die  Punkte  abc  gleichzeitig 
zu  berühren  vermag.  Ist  es  möglich,  eine  und  dieselbe  Figur  aßy 
sowohl  mit  abc  als  auch  mit  a'b'c  zum  Decken  zu  bringen,  so 
heissen  die  Figuren  abc  und  a'b'c  congruent.  Jetzt  ist  es  aber 
nicht  mehr  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Punkte  ge- 
schrieben werden.  Wenn  die  Figur  aßy  im  Stande  ist  abc  zu 
decken,  so  ist  sie  im  Allgemeinen  nicht  im  Stande  bac  zu  decken. 
Wenn  die  Figuren  abc  und  a'b'c  congruent  sind,  so  sind  zwar 
auch  bac  und  b'a'c  congruent,  aber  im  Allgemeinen  nicht  bac 
und  a'b'c.  Die  zusammengehörigen  Punkte,  a  und  a,  b  und  b',  c 
und  c,  werden  homologe  Punkte  der  congruenten  Figuren  genannt. 

Mit  der  Figur  abc  ist  die  Figur  ab  als  ein  Theil  gegeben, 
welcher  mit  der  Figur  aß  zum  Decken  gebracht  werden  kann.  Ist 
nun  aßy  im  Stande,  abc  und  a'b'c  zu  decken,  können  also  aß 
und  ab'  sich  decken,  so  sind  die  Figuren  ab  und  ab'  congruent. 
Wir  werden  die  Figuren  ab  und  ab',  ac  und  ac,  bc  und  b' c 
homologe  Theile  der  congruenten  Figuren  abc  und  a'b'c' 
nennen.  Dass  solche  homologe  Theile  congruent  sind,  bildet  einen 
besonderen  Fall  des  sechsten  Grundsatzes. 
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Die  Figur  abc  Kann  ans  drei  Punkten  einer  Geraden 
Nehmen  wir  an,  dass  c  in  der  Geraden  a&  zwischen  a  und  (  liegt, 
dass  die  Figuren  a&  und  a'b'  mit  «0  zum  Decken  gebracht  werden 
können,  und  dass  a  vcai  b,  d  mit  b'f  a  mit/3  durch  gerade  3H 
verbunden   sind.     Bringe  ich   »6  und   «ß  zum   Decken,   sc   oehme 
ich  wahr,  dass  die  Punkte  der  Strecke  ab  an  die  Punkte  d<  t  : 
aß  stossen  und  umgekehrt,  und  mau  sagt  daher,  dass  die  ä 
ab  und  aß  /um  Decken  gebracht  seien;   zugleich    ergiebl   sich   ein 
bestimmter    Punkt    y    der   Strecke    aß,    welcher    an 

. . m     den   Punkt  c   stösst.     Auch    die   Strecken    aß    and 

•- •; •     a'b'  werden  sich  decken  können,    und    man    nennt 

deshalb  die  Strecken  ab  und  ab'  congruent.  Bringl 
man  nun  die  Strecken  aß  und  ah'  zum  Decken,  so  ergiebt  sich  ein 
bestimmter  Punkt  c  der  Strecke  ab',  welcher  vom  Punkte  y  gedeckt 
wird,  so  dass  abc  und  ab' '  c   congruente  Figuren  sind. 

III.  Grundsatz.  --  Liegt  der  Punkte  innerhalb  der  geraden 
Strecke  ab  und  sind  die  Figuren  abc  und  a'b'c  congruent,  so  liegt 
der  Punkt  c   innerhalb  der  geraden  Strecke  ab'. 

Congruente  Strecken  kommen  in  Betracht,  wenn  eine  Strecke 
ab  mit  einer  anderen  uv  gemessen  werden  soll.  Nach  den  Vorbe- 
merkungen zum  zweiten  Grundsatze  kann  ich  auf  dem  Schenkel  a  b 
den  Punkt  cx  so  angeben,  dass  acl  und  uv  congruente  Figuren 
werden;  es  handelt  sich  hier  nur  um  den  Fall,  wo  i\  zwischen  a 
und  b  zu  liegen  kommt.  Ich  kann  (IL)  die  Strecke  acs  bis  c,  — 
und  zwar  nur  auf  eine  Art  —  so  verlängern,  dass  die  Stre< 
cxa  und  c,  c2  congruent  werden,  folglich  auch  a<\  und  c,  r„ .  Ebenso 
kann  ich  die  Strecke  e,c.,  um  die  congruente  Strecke  c2e3  verlän- 
gern,   diese   um   die   congruente   Strecke  c3cx  u.  s.  f.     Heim  Messen 


a        ct        c2       c3       c4  c„  b    cn  +  l 

wird  jedoch  ein  bestimmtes  Ziel  erstrebt  und  auch  erreicht.  Man 
verfolgt  nämlich  die  Reihe  der  Punkte  (yv;!  .  .  .  nur  bis  zum  Punkte 
cn,  wenn  b  entweder  mit  cn  zusammenfällt  oder  von  den  Punkten 
cn  und  c„4-i  eingeschlossen  werden  würde,  und  zu  einem  solchen 
Punkte  cn  kann  man  allemal  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Con- 
struetionen  gelangen. 

IV.  Grundsatz.  —  Liegt  der  Punkt  e,  innerhalb  der  geraden 
Strecke  ab,  und  verlängert  man  die  Strecke  ac,  um  die  congruente 
Strecke  clc2,  diese  um  die  congruente  Strecke  < .,(.,  u.  s.  f.,  so  ge- 
langt man  stets  zu  einer  Strecke  c„  c„  + 1 ,  welche  den  Punkt  b 
enthält. 
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Fig.  38. 


Betrachten  wir  wieder  die  Figur  abc,  aus  drei  Punkten  einer 
Geraden  bestehend,  und  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Strecken  ac 
und  bc  congruent,  also  c  zwischen  a  und  b  gelegen  ist.  Eine  Figur 
aßy  werde  hergestellt,  welche  abc  zu  decken  vermag.  Werden  die 
Strecken  ba  und  aß  zum  Decken  gebracht,  so  deckt  y  einen  be- 
stimmten Punkt  der  Strecke  ba,  der  von  c  nicht  verschieden  sein 
kann;  die  Figuren  abc  und  bac  sind  demnach  congruent.  Aber 
auch  wenn  abc  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  wird  dieselbe  Beob- 
achtung gemacht. 

V.  Grundsatz.  —  Wenn  in  der  Figur  abc  die  Strecken  ac 
und  bc  congruent  sind,  so  sind  die  Figuren  abc  und  bac  congruent. 

Diese  Thatsache  kann  noch  in  anderer 
Form  ausgesprochen  werden.  Wenn  ca 
und  ya  beliebige  Strecken,  aber  nicht 
fest  verbunden  sind,  so  kann  man  sie 
gegen  einander  bewegen,  bis  die  Punkte  c 
und  y  aneinanderstossen  und  zugleich  entweder  a  an  einen  Punkt 
der  Strecke  ya  oder  a  an  einen  Punkt  der  Strecke  ca.  Es  wird 
dann  jeder  Punkt  des  Schenkels  ca  von  einem  Punkte  des  Schen- 
kels ya  gedeckt  und  umgekehrt,  und  man  wird  daher  sagen,  es 
seien  die  Schenkel  ca  und  ya  zum  Decken  gebracht.  Wenn  in  der 
Figur  abc  die  Strecken  ca  und-  cb  zu  verschiedenen  Geraden  ge- 
hören, ebenso  in  der  Figur  aßy  die  Strecken  ya  und  yß,  und  die 
Figuren  nicht  fest  verbunden  sind,  so  kann  man  sie  bewegen,  bis 
die  Schenkel  ca  und  ya  sich  decken  oder  die  Schenkel  cb  und  yß. 

Gelingt  es  nun,  beides  gleich- 
zeitig zu  bewirken,  so  sagt  man, 
es  seien  die  Winkel  acb  und  ayß 
zum  Decken  gebracht*).  Wenn 
die  Winkel  acb  und  ayß  sich 
decken  können,  so  braucht  dies 
von  den  Figuren  acb  und  ayß 
nicht  zu  gelten;  dazu  ist  viel- 
mehr noch  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Strecken  ca  und 
ya,  cb  und  yß  congruent  sind. 

Es  seien  jetzt  zwei  Figuren  abc  und  a'b'c'  gegeben;  die 
Strecken  ca  und  cb  sollen  zu  verschiedenen  Geraden  gehören,  eben- 
so die  Strecken  cd  und  cb'.  Immer  lässt  sich  eine  gegen  abc 
und  a'b'c'  bewegliche  Figur  aßy  so  herstellen,  dass  die  Winkel  acb 
und   ayß    sich    decken    können  (Transporteur),    und    zwar    'ist    es 


Fig.  39. 


*)  Eine  Definition  des  Winkels  wird,  hier  nicht  beabsichtigt. 
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gleichgültig,  in  welcher  ^Lnordnui 

legt  werden,   d.  b.  es  können   auch   die  Winkel  bca  and  i  ,   I 
decken,     [si  es  möglich,  einen  and  denselben  Winkel  ay/3  mit  <l<-n 
Winkeln   ^rA   and  <i' <■' I)    /hui    Decken   zu   In-.:  i   •  I i •  - 

Winkel   a< />    und   ddb'  congruent.         K     seien    zwe 
Winkel  ach  und  fl'c'Z»'  vorgelegt;  die  Figuren  aeft  and  a'cb'  brau- 
chen alsdann   aiehl    congruent  zu   Bein,     [ch   kann   aber  die  I 
aßy  so  wühlen,  dass  die  Figuren  acb  and  ay0  rieh  "lecken  können; 
damit  auch  die  Figuren   a'cb'  und   "}'/i  sieh   zum  Decken  bri 
lassen,  ist  noch  die  Congruenz  der  Strecken  cd  and  7«,  >' b'   and 
j>/3  notiiwendig  und  hinreichend.    Sobald  daher  ca  and  1  "',  eb  and 
c'&'   congruente  Strecken   sind,   so   sind   auch   die  Figuren  aeft   und 
dc'b'  (oder  a&c  und  ab' c')  congruent. 

Hiernach  sind  die  Winkel  acb  und  bca  stete  congruent.  Niinmt 
man  über  insbesondere  congruente  Strecken  ca  und  c6,  bo  sind 
auch  die  Figuren  tibi:  und  bac  congruent,  wie  im  fünften  Grund- 
sätze behauptet  wurde. 

Es  ist  nun   an  der  Zeit,    Figuren    zu   betrachten,    weicht 

beliebig  vielen  Punkten  bestehen.  Die  Figuren  ab  cd  ..  .  und 
a'b'c'd' .  .  .  seien  aus  gleichvielen  Punkten  zusammengesetzt.  Immer 
ist  eine  Figur  aßyd  .  .  .  herstellbar,  welche  gegen  jene  beiden  be- 
wegt und  mit  der  einen  zum  Decken  gebracht  werden  kann,  wobei 
die  Punkte  a  und  a,  b  und  ß  u.  s.  w.  aneinanderstossen.  Ist  es 
möglich,  die  Figur  aßyd  .  .  .  mit  beiden  gegebenen  Figuren  zum 
Decken  zu  bringen,  so  heissen  diese  congruent.  Die  Congruenz  ist 
aber  von  der  Wahl  der  Figur  aßyd  .  .  .  nicht  abhängig;  halten  räch 
die  Figuren  abcd  .  .  .  und  a'b'c'd'.  .  .  als  congruent. erwiesen,  und 
kann  man  eine  von  ihnen  auf  die  gegen  beide  bewegliche  Figur 
AB  CD  .  .  .  legen,  so  lässt  auch  die  andere  sich  auf  ABCD  .  .  . 
legen.  Man  mag  deshalb  das  Wesen  der  congruenten  Figuren  durch 
die  Aussage  bezeichnen,  dass  jede  die  Lage  der  anderen  einzuneh- 
men im  Stande  ist. 

Um  die  Congruenz  der  Figuren  ab  eil  .  .  .  und  a'b'c'd  ...  zu 
erkennen,  wird  eine  Hülfsfigur  aßyd  .  .  .  benutzt,  und  es  werden 
einmal  die  Punkte  a  und  a,  b  und  ß  u.  s.  w.  mit  einander  in  Be- 
rührung gebracht,  das  andere  Mal  die  Punkte  d  und  <\.  b'  und  ß 
u.  s.  w.  Dieser  Zusammengehörigkeit  entsprechend .  heissen  a  und 
a  homologe  Punkte,  ebenso  b  und  b'  u.  s.  w.  Jedem  Theile 
der  Figur  ab  cd.  ..  entspricht  ein  Theil  der  Figur  a'b'c'd'  .  .  ., 
nämlich  der  aus  den  homologen  Punkten  zusammengesetzte,  wel- 
chen  wir  den    homologen  Theil    nennen    dürfen,    und    je    zwei 
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homologe    Theile    können    mit    einem    gewissen    Theile    der    Figur 
ccßyd  .  .  .  .  zum  Decken  gebracht  werden. 

VI.  Grundsatz.  —  Wenn  zwei  Figuren  congruent  sind,  so 
sind  auch  ihre  homologen  Theile  congruent*). 

Es  ist  hier  nicht  ausgeschlossen,  dass  homologe  Theile  zu- 
sammenfallen, z.  B.  bei  zwei  congruenten  Figuren  abc  und  abc. 
In  der  That  sind  wir  berechtigt,  jede  Figur  sich  selbst  con- 
gruent zu  nennen,  wobei  aber  jeder  Punkt  sich  selbst  homo- 
log ist  und  mithin  nicht  an  diejenige  Congruenz  gedacht  werden 
soll,  welche  zwischen  den  Strecken  ab  und  ba,  zwischen  den  Win- 
keln acb  und  bca  stattfindet.  Wenn  bei  zwei  congruenten  Figuren 
ein  Punkt  sich  selbst  entspricht,  so  kann  man  sagen:  Die  Figuren 
haben  den  Punkt  entsprechend  gemein. 

Vom  sechsten  Grundsatze  war  schon  an  früherer  Stelle  ein 
besonderer  Fall  erwähnt  worden;  die  gleiche  Verallgemeinerung 
wird  noch  zwei  anderen  früheren  Bemerkungen  zu  Theil.  Man  nehme 
an,  dass  die  Figuren  ab' cd'  .  .  .  und  a"b"c" d"  .  .  .  einer  dritten 
Figur  ab  cd  .  .  .  congruent  sind;  es  ist  dann  immer  möglich,  eine 
Figur  AB  CD  .  .  .  herzustellen,  beweglich  gegen  jene  drei  Figuren 
und  fähig  die  letzte  zu  decken;  mit  einer  solchen  Figur  AB  CD  .  . . 
können  auch  die  beiden  erstgenannten  Figuren  zum  Decken  ge- 
bracht werden. 

VII.  Grundsatz.  —  Wenn  zwei  Figuren  einer  dritten  con- 
gruent sind,  so  sind  sie  einander  congruent. 

Wenn  ferner  eine  Figur  ab  und  ein  Punkt  d  irgendwie  ge- 
geben sind,  so  kann  man  (wie  bereits  erwähnt)  mit  dem  letzteren 
einen  Punkt  b\  so  verbinden,  dass  ab  und  ab'  congruente  Figuren 
sind.  Wenn  aber  die  Figuren  abc  und  ab'  gegeben  sind,  so  kann 
man  mit  der  letzteren  nicht  immer  einen  Punkt  c  so  verbinden, 
dass  abc  und  a'b'c  congruente  Figuren  sind;  vielmehr  ist  hierzu 
die  Congruenz  der  Figuren  ab  und  ab'  noth  wendig  und  ausreichend. 
Ueberhaupt  wenn  die  Figuren  abc  ...  kl  und  a'b'c  .  .  .  k'  gegeben 
sind  und  zwischen  abc  .  .  .  k  und  a'b'c  .  .  .  k'  Congruenz  stattfindet, 
so  lässt  sich  der  Punkt  X  so  anbringen,  dass  abc  .  .  .kl  und 
a'b'c  .  .  .  k'T  congruente  Figuren  werden.  Um  einen  solchen  Punkt 
zu  erhalten ,  wird  man  eine  Figur  ABC  .  .  .  KL  herstellen,  welche 
gegen  die  beiden  gegebenen  bewegt  und  mit  abc  .  .  .kl  zum  Decken 
gebracht  werden  kann,   und  diese  Figur  bewegen,  bis  ABC  .  .  .  K 

*)  Ich  muss  diesen  Satz  unter  die  Grundsätze  aufnehmen,  um  nicht  ge- 
nöthigt  zu  sein,  in  den  späteren  Paragraphen  auf  die  Definition  der  Congruenz 
zurückzugehen. 
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und  a'b'c'  .../'  Bich   decken.     Alle   dii   e   Thal  achen   uml 
folgende  Grundsatz,   sobald   man  zul2  u  Iner  Punkt 

eine  Figur  bildet  und   zwei  Punkte  immer  zu   den  coi 
guren  gerechnet  werden. 

VIII.  Grundsatz.         Wii-.l    von   zwei    eonj 

die  eine  am  einen   eigentlichen  Punkt  erweitert,   so  kann   man  die 
andere  am  einen  eigentlichen  Punkt  so  erweitern,   das«   die   ■ 
terten  Figuren  wieder  congruent  sind. 

In  den  beiden  einfachsten  Fällen  kann  man  über  die  hiermit 
ausgesprochene  Möglichkeit  noch  hinausgehen.  Soll  nämlich  bei 
gegebenem  a  die  Figur  ab  congruent  der  gegebenen  Figur  fg  her- 
gestellt werden,  SO  darf  man  noch  fordern,  dass  b  in  eine  durcfa  " 
beliebig  gezogene  Gerade  fallt  (II.),  und  hat  in  der  letzteren  /.wi- 
schen zwei  Punkten  auf  verschiedenen  Seiten  von  a  die  Wahl. 
Aehnlich.es  findet  nun  statt,  wenn  die  Figuren  ab  und  fgh  so  ge- 
geben werden,  dass  ab  und  fg  congruent  sind,   und  die  Figur  nh< 

congruent  mit  fgh  bestimml 
/f  ^^\  werden   soll;    dabei    ist  je- 

^-"^\  _  ^"""'  \-,     doch     vorauszusetzen,    da.-* 

„   ^^  \  ^\  /       fall  nicht  in  gerader  Linie 

J  ^-^/  liegen.       Es     sei     nänüicb 

Fig  4Ü  FGH  eine   gegen  ab    und 

fgh  bewegliche  Figur,  wel- 
che fgh  zu  decken  vermag,  so  dass  auch  ab  und  FG  sich  decken 
können.  Ist  alsdann  durch  die  Punkte  a  und  b  irgend  eine  Ebene 
gelegt,  so  kann  man  FGH  bewegen,  bis  nicht  bloss  FG  und  al> 
sich  decken,  sondern  auch  gleichzeitig  H  einen  Funkt  der  Ebene 
deckt,  und  zwar  kann  dies  auf  zwei  Arten  geschehen.  In  der  ge- 
gebenen Ebene  findet  man  demnach  zwei  Funkte  c  und  </,  welche 
Figuren  abc  und  abd  congruent  mit  fgh  liefern,  und  man  bemerkt 
überdies,  dass  c  und  d  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  ab 
liegen. 

IX.  Grundsatz.  —  Sind  zwei  Figuren  ab  und  fgh  gegeben. 
fgh  nicht  in  einer  geraden  Strecke  enthalten,  ab  und  fg  con- 
gruent, und  wird  durch  a  und  b  eine  ebene  Fläche  gelegt,  io  kann 
mau  in  dieser  oder  in  ihrer  Erweiterung  genau  zwei  Punkte  <  und 
d  so  angeben,  dass  die  Figuren  abc  und  abd  der  Figur  fgh  con- 
gruent sind,  und  zwar  hat  die  Strecke  cd  mit  der  Strecke  ab  oder 
deren  Verlängerung  einen  Funkt  gemein. 

Mit  anderen  Worten,  unter  Berücksichtigung  früherer  Bemer- 
kungen: Sind  zwei  Figuren  ab  und  fgh  gegeben,  fgh  nicht  in 
gerader  Linie,  und  wird  durch  a   uud  b  «ine  Ebane  gelegt,  so   kann 
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man  in  dieser  —  und  zwar  nicht  bloss  auf  eine  Art  —  den  Punkt  c 
so  angeben,  dass  die  Winkel  abc  und  fgh  congruent  sind;  liegen 
aber  in  einer  Ebene  die  Punkte  c  und  c  auf  derselben  Seite  der 
Geraden  ab,  so  sind  die  Winkel  abc  und  abc   nicht  congruent. 

Wenn  wir  aber  jetzt  von  zwei  Figuren  abc  und  fghi  ausgehen 
und  die  Figuren  abc  und  fgh  als  congruent  voraussetzen,  so  werden 
wir  zu  einem  analogen  Grundsatze  nicht  geführt.  Lässt  nämlich 
die  Figur  abc  auf  mehr  als  eine  Art  sich  zu  einer  mit  fghi  con- 
gruenten  Figur  erweitern,  etwa  zu  ab  cd  und  abce,  so  sind  die 
Figuren  ab  cd  und  abce  congruent.  Bei  der  Frage,  ob  solche  Fi- 
guren congruent  sein  können,  werden  wir  annehmen,  dass  sie 
keine  Planfiguren  sind;  der  andere  Fall  wird  aus  den  früheren 
Grundsätzen  erledigt.  Liegt  nun  d  ausserhalb  der  Ebene  abc,  und 
wird  mit  ab  cd  eine  Figur  aßyd  zum  Decken  gebracht,  so  stellt 
es  sich  als  unmöglich  heraus,  abce  und  aßyd  zum  Decken  zu 
bringen. 

X.  Grundsatz.  —  Zwei  Figuren  abcd  und  abce,  deren  Punkte 
nicht  in  ebenen  Flächen  liegen,  sind  nicht  congruent. 

Man  gewinnt  einen  andern  Ausdruck  für  diese  Thatsache  in 
folgender  Betrachtung. 

Sind  die  Punkte  abcd  nicht  in  einer  Ebene  enthalten  und 
wird  die  Gerade  ab  mit  m  bezeichnet,  so  entsteht  ein  „Winkel " 
cmd  mit  der  „Kante"  m  und  den  Schenkeln  mc  und  md.  Es  sei 
die  Figur  aßyd  gegen  die  vorige  beweglich;  die  Gerade  aß  heisse  (i. 
Man  kann  die  Figuren  gegen  einander  bewegen,  bis  die  Schenkel 
'mc  und  \x,y  sich  decken  (d.  h.  jeder  Punkt  des  einen  an  einen 
Punkt  des  andern  stösst,  insbesondere  jeder  Punkt  der  Geraden  m 
an  einen  Punkt  der  Geraden  (i)  oder  die  Schenkel  md  und  [id. 
Tritt  beides  zugleich  ein,  so  sagt  man,  die  Winkel  cmd  und  y^id 
seien  zum  Decken  gebracht.  Wenn  die  Figuren  abcd  und  aßyd 
sich  decken  können,  so  gilt  dies  auch  von  den  Winkeln  cmd  und 
y^id.  —  Sind  auch  die  Punkte  ab' c'd'  nicht  in  einer  Ebene  ent- 
halten und  bedeutet  m  die  Gerade  ab' ,  so  kann  es  vorkommen,  dass 
ein  Winkel  ypd  die  beiden  Winkel  cmd  und  cmd'  zu  decken  ver- 
mag; die  letzteren  heissen  alsdann  congruent.  Wenn  die  Figuren 
abcd  und  ab'  c  d'  congruent  sind,  so  sind  es  auch  die  Winkel  cmd 
und  cmd'.  Nehmen  wir  nun  ausserhalb  der  Ebene  abc  den  Punkt  e 
auf  derselben  Seite  mit  d ,  dann  liegen  überhaupt  die  Schenkel  md 
und  me  auf  derselben  Seite  der  Ebene  abc,  mithin  entweder  der 
Schenkel  md  zwischen  mc  und  me  (im  Winkel  cme)  oder  me  zwi- 
schen mc  und  md  (im  Winkel  cmd).  Man  bemerkt  aber,  dass  bei 
solcher  Lage  die  Winkel  cmd  und  cme  nicht  congruent  sind.    Daraus 
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folgt,  dass  die  Figuren  abcd  und  aba  nichi  congruei  I 
,l  um!  e  auf  derselben  Seite  der  Ebene  a6<  Uej 

Nehmen   wir  endlich   die    Punkte  d    und   <    an 
Seiten  der  Ebene  a&c,   bo   isl   es  der  I  nterschied  zwischen  I.' 
und  Links,   welcher  hier  verwendet  werden   kann.     Wenn  nämlich 
ein  Beobachter  auf  der  Seite  des  Punktes  d  den  geraden   Weg 
<i  nach  I)  zurücklegt,   so   isl    für   ihn    der  Pnnci   c  entweder   i 
(»der  links  gelegen;  geht  der  Beobachter  jedoch  auf  die  6 
Punktes  e  über,  so  erscheint  ihm  rechts,   uns  zuvor   link 
war,   und  umgekehrt.     Es   seien    nun   ah  cd  und  a'b'c'ä*    COngruente 
Figuren;   die  Figur  aßyd   sei  fähig  beide   zu  decken.     Dann  über- 
bragen  sich  erfahrungsgemäss  die  Bezeichnungen  Rechts  und  Links 
von  der  Figur  abcd   auf  aßyd,   von   dieser   auf  ab' d  &    in    unver- 
änderter Weise.     Da  eine  gleiche  Uebertragung  von  der  Figur  abcd 
auf  abec  nicht  stattfindet,  sobald  d  und  c  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Ebene  abc  liegen,  so  sind  solche  Figuren  nicht  congruent. 
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In  den  vorstehenden  Grundsätzen  treten  als  Elemente  von  con- 
gruenten  Figuren  nur  Punkte  und  zwar  eigentliche  Punkte  auf.  In 
den  beigegebenen  Erläuterungen  ist  zwar  diese  Einschränkung  nicht 
beobachtet  worden;  doch  sollen  für  unsere  ganze  Entwickelung  aus- 
schliesslich die  Grundsätze  massgebend  sein,  und  ich  werde  dem- 
gemäss  im  Folgenden  nur  diejenigen  Thatsachen  und  Begriil'e  be- 
nutzen, welche  in  den  Grundsätzen  über  die  congruenten  Figuren 
oder  schon  in  früheren  Grundsätzen  enthalten  sind  oder  aus  solchen 
abgeleitet  werden. 

Wenn  abc  ab'  c  eigentliche  Punkte,  abc  und  ab' c'  congruente 
Figuren,  abc  Punkte  einer  Geraden  sind,  so  lehrt  der  dritte  Grund- 
satz in  §  13,  dass  auch  a'b'l  in  einer  Geraden  liegen;  weuu  also 
die  eine  von  zwei  congruenten  Figuren  eine  gerade  Punktreihe  ist, 
so  gilt  dies  auch  von  der  andern;  und  wenn  in  der  einen  von  zwei 
congruenten  Figuren  eine  gerade  Punktreihe  auftritt,  so  bilden  die 
homologen  Punkte  der  andern  ebenfalls  eine  gerade  Punktreihe 
(VI.  Grundsatz  in  §  13).  Ist  in  der  einen  Punktreihe  etwa  c  zwi- 
schen a  und  b  gelegen,  so  liegt  in  der  homologen  Reihe  <■'  zwi- 
schen a  und  b'  (III.  Grundsatz  in  §  13);  durch  die  getrennte 
Lage  zweier  Paare  der  einen  Reihe  wird  demnach  die  getrennte 
Lage  der  homologen  Paare  bedingt. 

Es  soll  fortan  gestattet  sein,  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
der  einen  Figur  zugleich   mit  der  Verbindungslinie   der   homologen 
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Punkte  der  congruenten  Figur  in  die  betreffenden  Figuren  aufzu- 
nehmen, welche  auch  nach  einer  solchen  Erweiterung  congruent 
genannt  werden;  die  beiden  (eigentlichen)  Geraden  heissen  homo- 
log. So  oft  in  der  einen  Figur  ein  Punkt  und  eine  Gerade  an- 
einanderliegen,  gilt  dasselbe  von  den  homologen  Elementen;  so  oft 
in  der  einen  Figur  zwei  Geraden  sich  in  einem  eigentlichen  Punkte 
schneiden ,  gilt  dasselbe  von  den  homologen  Geraden ,  und  zwar 
können  die  Durch  seh  nittspunkte  als  homologe  Punkte  hinzuge- 
nommen werden. 

Wenn  abcda'b' c  d'  eigentliche  Punkte,  ab  cd  und  ab' cd' 
congruente  Figuren,  ab  cd  Punkte  einer  Ebene  sind,  so  müssen 
auch  ab' cd'  in  einer  Ebene  liegen;  denn  nach  dem  12.  Lehrsatze 
des  §  2  haben  entweder  die  Geraden  ad  und  bc,  oder  bd  und  ac, 
oder  cd  und  ab  einen  eigentlichen  Punkt  gemein,  und  das  Gleiche 
gilt  also  von  den  homologen  Geraden.  Wenn  daher  die  eine  von 
zwei  congruenten  Figuren  oder  ein  Theil  von  ihr  aus  Punkten  einer 
Ebene  besteht,  so  liegen  auch  die  homologen  Punkte  der  andern 
Figur  in  einer  Ebene.  Wir  wollen  fortan  zulassen,  dass  die  Ebene 
dreier  (nicht  in  einer  Geraden  gelegenen)  Punkte  der  einen  Figur 
zugleich  mit  der  Ebene  der  homologen  Punkte  zu  den  betreffenden 
Figuren  hinzugerechnet  werde;  auch  nach  der  Erweiterung  sollen 
die  Figuren  congruent,  die  beiden  (eigentlichen)  Ebenen  homolog 
heissen.  So  oft  alsdann  in  der  einen  Figur  ein  Punkt  und  eine 
Ebene,  oder  eine  Gerade  und  eine  Ebene  aneinanderliegen,  gilt 
dasselbe  von  den  homologen  Elementen;  so  oft  in  der  einen  Figur 
zwei  Ebenen  in  einer  eigentlichen  Geraden,  oder  eine  Gerade  und 
eine  Ebene  in  einem  eigentlichen  Punkte  sich  schneiden,  erfolgt 
dasselbe  bei  den  homologen  Elementen,  und  zwar  können  die  Durch- 
schnittslinien resp.  Durchschnittspunkte  als  homologe  Elemente 
hinzutreten. 

Ueberhaupt  kommt  jede  Eigenschaft  von  Elementen 
der  einen  Figur,  welche  sich  nur  auf  das  Aneinander- 
liegen der  Elemente  und  die  Anordnung  von  Punkten 
in  Geraden  bezieht,  auch  den  homologen  Elementen  der 
congruenten  Figur  zu.  Insbesondere  wenn  in  der  einen  Figur 
zwei  Paare  von  Geraden  eines  eigentlichen  Büschels  getrennt  liegen, 
so  gilt  das  Gleiche  für  die  homologen  Geraden. 

Zu  gegebenen  congruenten  Figuren,  die  aus  eigentlichen  Punkten 
bestehen,  konnten  eigentliche  Geraden  und  Ebenen,  welche  jene 
Punkte  verbinden,  hinzugenommen  werden.  Aber  der  achte  Grund- 
satz des  §  13  gewährt  auch  die  Möglichkeit,  die  Figuren  durch  be- 
liebige  eigentliche   Punkte   und   in    Folge   dessen,    wie   sich   zeigen 
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wird,  überhaupt  durch  beliebige  Elemente  zu  erweitern.  Dm  nun  tx 
bheilen  zu  können,  wieweii  dabei  eine  bestimmte  Zuordnung  ron  hol 
logen  Elementen  eintritt,  müssen  einige  Satze  eingeschalte!    ■  •  r< i«-u . 

Wenn,  fghik  eigentliche  Punkte  sind,  fgh  nicht  in  gerodet  I. 
so  sind  die  Figuren  fghi  wnd  fghk  nicht  congrtient.    Zum   B 
(Lehme  ich  ausserhalb  der  Ebene  fgh   den  eigentlichen  Punkt  I 
liebig,   von    i   verschieden;    da   die    Ebenen  fgl,  fhl,  ghl    nur    den 
Punkt  /  gemein  haben,    so    wird   mindestens   eine   von   ihnen   den 
Punkt  i  nicht  enthalten,   etwa  die  Ebene  fgl.     Wären    nun  die  Fi- 
guren fghi  und  fghk  congruent,    so    könnte  man    den  eigentlichen 
Punkt  m  so   angeben,   dasa  fghil  und  fgh  hm,    mithin   auch  fghi 
und  fghm  congruent  sind,  und  da  dann  fghm   so   wenig  wie  fghi 
in  einer  Ebene  liegen,   so  könnte  (X.  Grundsatz   in  §  13)  m  von  l 
nicht  verschieden  sein;    es   wären   also   die  Figuren   fgil   und   fghi 
keine   Planfiguren    und    dennoch    congruent,    im   Widerspruch    mit 
demselben  Grundsatze. 

Wenn  abcdfghik  eigentliche  Punkte  sind,  nie  nicht  in  gerac 
Linie,  abcd  und  fghi  congruente  Figuren,  so  sind  die  Figuren  061 
und  fghk  nicht  congruent.    Denn  es  liegen  dann  auch  fgh  nicht  in 
gerader  Linie;  wären  nun  ab  cd  und  fghk  congruent,   so  wären 
(VII.  Grundsatz   in   §  13)   auch  fghi   und  fghk,    im    Widerspruch 
zum  vorigen  Satze. 

Die  aus  eigentlichen  Punkten  bestehenden  Figuren  ab  cd,  fghi 
und  fghk  können  also  nur  dann  unter  einander  congruent  st  in,  vh  < 
entweder  i  und  k  zusammenfallen  oder  abc  in  einer  Geraden  lieget  * 

Dies  vorangeschickt,  seien  F  und  F'  zwei  congruente  Figuren, 
und  zwar  werde  vorausgesetzt,  dass  in  der  Figur  F  drei  nicht  in 
gerader  Linie  gelegene  (eigentliche)  Punkte  abc  vorkommen;  die 
homologen  Punkte  ab' ' c  in  der  Figur  F'  sind  dann  auch  nicht  in 
gerader  Linie  gelegen.  Wird  mit  d  irgend  ein  eigentlicher  Punkt 
(von  abc  verschieden)  bezeichnet,  so  gehört  entweder  (/  zur  Figur 
F  —  und  dann  sei  d'  der  homologe  Punkt  der  Figur  F'  —  oder 
man  kann  d  zu  F  hinzufügen  und  F'  um  einen  eigentlichen  Punkt 
d'  so  erweitern,  dass  wieder  congruente  Figuren  entstehen.  In 
beiden  Fällen  sind  die  Figuren  abcd  und  ab'  c  d  congruent;  folglich 
ist  d'  durch  abcd  ab' c  oder  durch  d  und  die  zwischen  den  Figu- 
ren F,  F'  gegebene  Beziehung  (Congruenz)  bestimmt.  Wenn  wir 
daher  sagen:  d  und  ä"  sind  homologe  Punkte  bei  der  zwi- 
schen F  und  F'  gegebenen  Congruenz,  so  ist  zu  jedem 
eigentlichen  Punkte  ein  und  nur  ein  homologer  eigentlicher  Punkt 
vorhanden.  Wird  nun  weiter  mit  g  irgend  eine  eigentliche  Gerade 
bezeichnet,    sie  mag  zur  Figur  F  gehören  oder  nicht,    und    sind  tf 
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eigentliche  Punkte  von  g ,  e'f  die  homologen  Punkte,  g  deren  Ver- 
bindungslinie, so  ist  g'  durch  g  völlig  bestimmt,  und  wir  sagen: 
g  und  g'  sind  homologe  Geraden  bei  der  gegebenen  Con- 
gruenz. Wird  endlich  mit  P  irgend  eine  eigentliche  Ebene  be- 
zeichnet, und  sind  in  ihr  hih  drei  eigentliche  Punkte,  nicht  in 
gerader  Linie,  lii'Ti  die  homologen  Punkte,  P'  deren  Ebene,  so  ist 
auch  P'  durch  P  bestimmt,  und  wir  nennen  die  Ebenen  PP' 
homolog  bei  der  Congruenz  FF'.  Vermöge  dieser  Congruenz 
wird  also  jeder  nur  aus  eigentlichen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
bestehenden  Figur  eine  völlig  bestimmte  Figur,  nämlich  die  aus 
den  homologen  Elementen  zusammengesetzte,  als  homologe  ent- 
sprechen, und  je  zwei  homologe  Figuren  werden  congruent  sein. 
Zur  Begründung  eines  solchen  Entsprechens  sind  zwei  congruente 
Figuren  von  der  Beschaffenheit  wie  abc  und  ab'c   genügend. 

Aber  das  Entsprechen  bleibt  nicht  auf  eigentliche  Elemente 
beschränkt.  Es  sei  d  ein  beliebiger  Punkt;  man  wähle  irgend  zwei 
durch  ihn  gehende  eigentliche  Geraden  Im,  bestimme  die  homo- 
logen Geraden  l'm  und  bezeichne  den  Punkt  l'm  mit  d'.  Dann 
ist  unter  Festhaltung  der  Congruenz  FF'  der  Punkt  d'  durch  d 
bestimmt,  da  zu  einem  Strahlenbündel  als  homologe  Figur  ein 
Strahlenbündel  gehört.  Wir  nennen  d  und  d'  homologe  Punkte; 
es  ist  dann  jedem  Punkte  ein  und  nur  ein  homologer  Punkt  zuzu- 
ordnen, und  wenn  der  eine  von  zwei  solchen  Punkten  ein  eigent- 
licher Punkt  ist,  so  ist  es  auch  der  andere. 

0  Wird  jetzt  in  einer  eigentlichen  Geraden  oder  Ebene  ein  be- 
liebiger Punkt  angenommen,  so  liegt  der  homologe  Punkt  in  der 
homologen  Geraden  oder  Ebene.  Punkten  auf  einer  beliebigen 
Geraden  oder  auf  einer  beliebigen  Ebene  entsprechen  ebensolche 
Punkte.  Getrennten  Punktpaaren  auf  einer  Geraden  ensprechen  eben- 
solche Punktpaare. 

Somit  unterliegt  es  keiner  Schwierigkeit,  auch  jeder  Geraden 
eine  bestimmte  homologe  Gerade  und  jeder  Ebene  eine  bestimmte 
homologe  Ebene  zuzuordnen.  Dadurch  aber  erhält  man  zu  jeder 
(aus  beliebigen  Punkten ,  Geraden  und  Ebenen  .  bestehenden)  Figur 
eine  bestimmte  homologe  Figur,  und  wenn  wir  je  zwei  solche  Fi- 
guren congruent  nennen,  so  gelten  folgende  Sätze: 

1.  Congruente  Figuren  haben  alle  graphischen  Eigenschaften 
gemein. 

2.  Wenn  zwei  Figuren  congruent  sind,  so  sind  auch  ihre  homo- 
logen Theile  congruent. 

Jede  Figur  ist  sich  selbst  congruent.  Zwei  Punkte  werden  alle- 
mal zu  den  congruenten  Figuren  gerechnet. 
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.').    Won  11  /wci  Figuren   einer  dritten   eong  n<l,  10  lind 

sie  oin;iiidor  eongruent. 

Sobald  also  in   «1er  einen    v<m   zwei  congruenten  Figuren 
gruente  Theile  vorkommen,  so  sind  auch  <li':  homologen  Theih 
andern  Figur  eongruent. 

4.  Bei  congruenten  Figuren  isi  jedem  eigentlichen  Paukte  der 
einen  ein  eigentlicher  Punkt  der  andern  zugeordnet,  mithin  jedem 
eigentlichen  Elemente  der  einen  ein  eigentliches  der  andern. 

5.  Wird  von  zwei  congruenten  Figuren   di<'   eine  am  beliel 
Elemente   erweitert,    so    kann  man   die   andere   so   erweitern,    daai 
wieder  congruente  Figuren  entstehen. 

Auch  eine  solche  Erweiterung  werden  wir  zu  den  ,,  Co  Instruc- 
tion en"  rechnen. 

6.  Haben  zwei  congruente  Figuren  drei  eigentliche  Punkte, 
welche  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  entsprechend  gemein,  so 
haben  sie  alle  Elemente  entsprechend  gemein. 

7.  Haben  zwei  congruente  gerade  Punktreihen  zwei  eigentliche 
Punkte  entsprechend  gemein,  so  haben  sie  alle  Punkte  entsprechend 
gemein. 

Beweis.  —  Es  seien  cc  zwei  homologe  beliebige  Punkte  in 
congruenten  geraden  Punktreihen,  welche  die  eigentlichen  Punkte 
ab  entsprechend  gemein  haben,  ferner  d  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  ab  c,  d'  der  homologe  Punkt,  also  auch  ab  cd'  harmo- 
nisch. Ist  c  ein  eigentlicher  Punkt  zwischen  a  und  b ,  also  im 
Schenkel  ab,  so  liegt  auch  c  im  Schenkel  ab  und  ist  mithin  von  c 
nicht  verschieden.  Bei  anderer  Lage  von  c  ist  d  ein  eigentlicher 
Punkt  zwischen  a  und  b  Und  fällt  demnach  mit  d'  zusammen,  so 
dass  wieder  c  und  c   identisch  sind. 

Der  erste,  vierte  und  fünfte *)  Grundsatz   des  §  13  sind  bisher 

noch  nicht  zur  Anwendung  gekommen.    Nach  dem  ersten  Grundsatze 

sind   die   Figuren  AB   und  BA,   wo  A  und  B   eigentliche   Punkte 

bedeuten    sollen,   congruent.     Die   Strecke  AB   kann   also   über   B 

hinaus   bis    zum   eigentlichen   Punkte  < 
ABC 
m # derart  verlängert  werden,  dass  BA  und 


BC,    mithin  AB,  BA,   BC  und   CB 

congruente  Figuren  sind.  Alsdann  wird  B  die  Mitte  der  Strecke 
AC  (oder  CA)  genannt,  und  kein  anderer  eigentlicher  Punkt  b  der 
Geraden  AC  besitzt  die  Eigenschaft,  congruente  Strecken  bA  und 
bC  zu  liefern.  In  der  That  sind  die  Figuren  AC  und  CA  con- 
gruent, und  man  kann  B'  angeben,  so  dass  AGB  und  GAB'  con- 

*)  Der  vierte  wird  in  §  15,  der  fünfte  in  §  19  gebraucht. 

8* 
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gruent  sind ;  dann  ist  aber  B'  mit  B  im  Schenkel  A  G  gelegen  und 
AB'  mit  AB  congruent,  B'  mit  B  identisch.  Also  sind  die  Fi- 
guren ABC  und  CBA  congruent.  Wären  noch  die  Strecken  bA 
und  bC  congruent,  also  b  in  der  Strecke  AG  gelegen,  so  wären 
auch  die  Figuren  ABCb  und  CBAb  congruent,  im  Widerspruch 
mit  Satz  7.  Wenn  wir  aber  unter  D  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  AGB  verstehen  und  D'  so  einführen,  dass  ACBD  und 
GABB'  congruent  sind,  so  muss  das  Gebilde  GABT)'  harmonisch, 
D'  mit  D  identisch  und  AB  CD  mit  GBAT)  congruent  sein.  Man 
schliesst  daraus,  dass  T)  kein  eigentlicher  Punkt  sein  kann.  Sucht 
man  zu  den  beiden  Endpunkten  und  der  Mitte  einer 
Strecke  den  vierten  harmonischen  Punkt,  so  wird  man 
zu  einem  uneigentlichen  Punkte  geführt. 

In  jeder  Strecke  fg  ist  eine  Mitte  vorhanden,  deren  Construction 
sich  aus  den  bisherigen  Sätzen  ergiebt.  Wird  nämlich  ausserhalb  der 
Geraden  fg  ein  eigentlicher  Punkt  c  beliebig  angenommen,   so  exi- 

stirt  in  der  Ebene  cfg  ein  be- 
stimmter eigentlicher  Punkt  d, 
welcher  mit  c  auf  derselben  Seite 
der  Geraden  fg  liegt  und  con- 
gruente  Figuren  fgc  und  fgd 
liefert;  bei  geeigneter  Wahl  des 
Punktes  c  wird  d  von  c  verschie- 
den ausfallen.  Die  Congruenz, 
bei  welcher  fg ,  gf,  c  d  Paare  von 
homologen  Punkten  sind,  lässt  sieh  auf  jedes  andere  Element  und 
zwar  nur  in  bestimmter  Weise  ausdehnen.  Die  Ebene  cfg  und  die 
Gerade  fg  entsprechen  sich  selbst.  Sollen  demnach  dd'  homologe 
Punkte  sein,  also  die  Figuren  fgc,  gfd,  fgd'  congruent,  so  muss 
d'  in  der  Ebene  cfg  liegen,  aber  d  und  d'  (mithin  c  und  d')  nicht 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  fg,  d.  h.  es  müssen  c  und  d' 
zusammenfallen.  Wir  haben  somit  noch  de  als  homologe  Punkte, 
cf  dg,  dg  cf,  cg  df,  dfeg  als  Paare  von  homologen  Geraden,  wäh- 
rend die  Gerade  cd  sich  selbst  entspricht.  Da  die  Schenkel  fc  und 
fd  auf  derselben  Seite  der  Geraden  fg  liegen,  so  liegt  entweder 
der  Schenkel  fd  zwischen  den  Schenkeln  fc  und  fg  oder  (der  Schen- 
kel fc  zwischen  den  Schenkeln  fd  und  fg  und  im  letzteren  Falle) 
der  Schenkel  gd  zwischen  den  Schenkeln  gc  und  gf.  Es  mag  das 
erstere  zutreffen;  dann  schneiden  sich  cg  und  df  in  einem  eigent- 
lichen Punkte  a,  der  sich  selbst  entspricht  und  zu  den  Strecken  cg 
und  df  gehört;  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  Schenkel  fd  und 
fg   auf  derselben   Seite    der   Geraden  cf  liegen.     Bisher    sind    nur 
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eigentliche  Elemente  vorgekommen;   die  Geraden  -/    ind  <ig  haben 
jedoch   eines    Punkt   l>  gemein,    welcher  kein   eigentlicher  zu 

braucht.     Der  Punkt  U  und  mithin  <li<;  Gerade  ab  enteprei 
gelbst.    Es   befinden   sich  d  and  /'  anf  rerschiedenen   8eiten   d 
Gieraden,   d  und  g  auf  derselben  .Seit*.-,   also  /   und  g  <n-' 
denen  Seiten;  folglich   begegnen   rieh  ab  und  l <j  in  einem  ei| 
liehen  Punkte  h.    Auch  dieser  Punkt  ist  sich  selbst  homolog;  bJm 
ist  er  die  Mitte  der  Strecke  fg. 

Noch  ein  sich  selbst   homologer  Punkt   in    der  Geraden 
vorhanden,  aber  ein  uneigentlicher  Punkt,  nämlich  der  Dnrchschnitts- 
punkt  Ic  der  Geraden  cd  und  fg,  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
fgh.    In  der  Geraden  ah  entspricht  jeder  Punkt  sieh  Belfast     A 
dem  Punkte  /.;  und  den  Punkten    der  Geraden  ab    treten   I 
selbst  homologen  Punkte  auf. 

Die  Punkte  fg  werden  durh  hk  harmonisch  getrennt.  Werden 
sie  durch  uv  ebenfalls  harmonisch  getrennt,  und  gehört  etwa  p  zur 
Strecke  fg,  so  werden  entweder  fk  durch  g\<  oder  gk  durch  fu  ge- 
trennt. Wenn  fk  und  gu  getrennt  liegen,  so  sind  (§11  Seit' 
auch  fh  durch  gv  getrennt,  d.  Ii.  v  ein  Punkt  der  Strecke  f/t ;  als- 
dann gehört  der  homologe  Punkt  v  zur  Strecke  gh ,  und  ein  Theil 
(§  1,  Definition  1  und  Lehrsatz  2)  der  Strecke  gv,  nämlich  gv',  ist 
fv  congruent.  Wenn  die  eigentlichen  Punkte  fguv  harmonisch  sind, 
f  zwischen  u  und  g  gelegen,  so  ist  die  Strecke  fv  kleiner  als  gv. 

Von  zwei  Strecken  heisst  nämlich  die  eine  kleiner  als  die 
andere,  wenn  jene  einem  Theile  der  letzteren  congruent  ist.  In 
einer  Geraden  seien  die  Strecken  ah  und  cd  congruent,  c  zwischen 

a  und  h  gelegen,  d  etwa  im  Schenkel 

ct  ll    ch,  und  es  werde  der  eigentliche  Punkt 

• — - — - — ■ — • 

a  i)  c   bestimmt,  welcher  congruente  Figu- 

ren ahc  und  dec  liefert;  dann  sind  die 
Strecken  ch  und  cc  congruent,  c  liegt  zwischen  c  und  d,  also  im 
Schenkel  ch]  folglich  fällt  h  mit  c  zusammen,  zwischen  c  und  d. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  keine  Strecke  einem  ihrer  Theile  con- 
gruent ist.  Sind  also  zwei  Strecken  ah  und  cd  beliebig  gegeben, 
so  ist  ah  entweder  cd  congruent,  oder  kleiner  als  cd  (cd  grösser 
als  ah),  oder  grösser  als  cd,  und  zwar  schliesst  jede  dieser  Mög- 
lichkeiten die  beiden  anderen  aus. 

Wenn  die  Strecke  I  kleiner  oder  grösser  ist  als  die  Strecke  II, 
so  ist  sie  auch  kleiner  resp.  grösser  als  jede  mit  11  congruente 
Strecke.  Wenn  die  Strecke  I  kleiner  ist  als  die  Strecke  11,  diese 
kleiner  als  die  Strecke  III,  so  ist  I  kleiner  als  111.   Wenn  die  Strecke  1 
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aus  den  Theilen  1  und  2,  die  Stecke  II  aus  den  Th eilen  3  und  4 
besteht,  und  es  ist  1  kleiner  als  3,  2  nicht  grösser  als  4,  so  ist  I 
kleiner  als  IL 


§  15.    Herleitung  einiger  graphischen  Sätze. 

Die  Lehre  von  den  congruenten  Figuren  wollen  wir  zunächst 
benutzen,  um  die  Staminsätze  der  projectiven  Geometrie  zu  vervoll- 
ständigen. Dabei  muss  wieder  die  Bestimmung  festgehalten  werden, 
wonach  alle  in  die  Betrachtung  eingehenden  Elemente  eine  Figur 
bilden. 

In  einer  Geraden  seien  vier  eigentliche  Punkte  AB$BXP  ge- 
geben, Bt  zwischen  A  und  P,  B0  zwischen  A  und  Bx .  Aus  AB0Bt 
werden  neue  Punkte  B2B3B4  .  .  .  durch  Construction  gewonnen,  und 
zwar  sollen  ABlB0B2,  AB2BlB3,  AB3B2B4,  .  .  .  harmonische 
Gebilde  sein.  Ferner  werde  die  Strecke  B(iBi  um  die  congruente 
Strecke  Bt  C%  verlängert,  diese  um  die  congruente  Strecke  C2C3, 
diese  um  die  congruente  Strecke  C3  C4  u.  s.  f.  Wenn  B2  zur  Strecke 
AP  gehört  (also  zur  Strecke!?,  P),  so  ist  BiB2  grösser  ah  B0B1} 


A  BoBiB.B,        Bt  BX  P  Bx  +  1 

d.  i.  grösser  als  B1C2,  also  AB2  grösser  als  AC2.  Wenn  auch  B3 
zur  Strecke  AP  gehört  (also  zur  Strecke  B2P),  so  ist  B2B3  grösser 
als  B1B2,  mithin  grösser  als  C2C3,  also  AB3  grösser  als  AC3. 
Wenn  auch  B4  zur  Strecke  AP  gehört  (also  zur  Strecke  B3P),  so 
ist  B3B4  grösser  als  B2B3J  mithin  grösser  als  C3C4,  also  AB4 
grösser  als  AC4,  u.  s.  f.  Nun  giebt  es  (IV.  Grundsatz  in  §  13)  in 
der  Reihe  der  Strecken  BXC2,  C2C3,  .  .  .  eine  bestimmte  CnCn  +  i, 
welche  den  Punkt  P  enthält  (nothigenfalls  ist  Bx  für  C1  zu  neh- 
men). Folglich  giebt  es  in  der  Reihe  der  Punkte  B2  B3  B4  .  .  . 
einen  bestimmten  Bx+i,  dem  nur  Punkte  der  Strecke  AP  voran- 
gehen, während  er  selbst  zur  Strecke  AP  nicht  gehört;  Bx  fällt 
dann  entweder  mit  P  zusammen  oder  wird  von  Bx  _|_  y  durch  A  und 
P  getrennt. 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  derart  verallgemeinern,  dass  sie 
in  jeder  Geraden  möglich  wird.  Sind  AB0Bi  beliebige  Punkte  in 
einer  Geraden,  so  lässt  sich  aus  ihnen  eine  gewisse  Reihe  von 
Punkten  B2B3B4  .  .  .  durch  Construction  gewinnen;  es  sollen  näm- 
lich ABlBQB2,  AB2BXB3,  AB3B2B4,  .  .  .    harmonische   Gebilde 
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sein.    Auf  eine  solche  Figur  mag  derAuedrui 

werden,    und  zwar  wollen    wir   />',    den    ersten   Punkt    dV 

nennen,     /;.,    den    /.weilen    u.   B.    w.,    A    dem    '  •  v-  n  /.  ji  u  n  k  t  .     B 

Nullpunkt.     Das   Netz   iei    durch    leinen   Grenzpunkt,   Nullpunkt 
und  ersten   l'ujikt  bestimmt,    so  dass   es   erlaub!    sein    wird, 
„Netze  .1  B0Btu  zu  sprechen.        I)u  bei  ausgeschlossenem  A  der 

Punkt    />'|    zwischen    />'„    und    B2,    B2   zwischen    //,     und    /-'       /,' 

sehen  />'.,  und  />',  u.  s.  w.,  folglich  />',  und  Ji,  zwischen  /<',,  und  /;  , 
/>.,   und  ./>.,  zwischen  //,    und  Bif   BiB2Bi   zwischen    B     ind    B  . 
[iberhaupt  BtB2  •  -  Bx—\  zwischen  I!u  und  /;,   liegen,  so  kann  />', 
mit    keinem   der   Punkte   AB0Bi  .  .  B%  -i    zusammenfallen.      /' 
Punkte  des  Netzes  sind  vom  Grenspunkte  und  von  einander  verschü 

Wird  eine  gerade  PunMreihe  AB$B\Bi  nach  abolhbi  pn 
und  ist  Bx  der  Xt,:  Punkt  des  Netzes  AB{)I>{,   so  ist  auch  bi  der  X 
Punkt  des  Netzes  ab{)bx. 

Wir  können  dies  anwenden,  wenn  in  einer  Geraden  f  drei 
Punkte  ABüBn  gegeben  sind  und  Z>,  so  gesucht   wird,   dasa 

B      sich     als    »*" 

Pu  n  k<    des  Net  Z6S 

A  />',,  Bj     ergiebt. 

Durch    A    wird    die 
Gerade     g     beliebig 

gezogen,  in  ihr  der 
Punkt  «,  in  der 
raden  B0a  der  Punkt 
P,  angenommen,  P„ 
als  >4ter  Punkt  des 
Netzes  .17)'  P,    con- 

Fig.   IJ.  .  -, 

struirt,    P„    aus     /' 
auf  g  nach  ß  und  endlich  ß  aus  P,  auf  /'  nach  Bi  projicirt;  B]   ist 
eindeutig  bestimmt. 

Ist  in  der  Geraden  /'  ausserdem  noch  Cn  gegeben  und  t\  sc» 
gesucht,  dass  der  nte  Punkt  des  Netzes  AB0CX  nach  C„  fallt,  so 
projicire  man  Cn  aus  Pn  auf  #  nach  y,  und  y  aus  P,  auf  /  nach  (\. 
Man  bemerkt  dann  noch,  dass  sich  AB()B„  C„  aus  P„  nach  Aaßy , 
diese  aus  P,  nach  AB0BlCl  projiciren.  Werden  also  J  (.'...  <//(»/< 
BQBn  getrennt,  so  werden  auch  ACX  durch  B0B{  getrennt 

Es  seien  jetzt  vier  beliebige  Punkte  AB0B{P  in  einer  Ge- 
raden /'angenommen,    und    zwar  J />',   durch  B„P  getrennt     Man 


*)    Im  Auschluss   an   Moh ins,    der   barycenträche    Calcfil,    »weiter   AI 
schnitt,  sechstes  Capitel. 
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Fig.  43. 


P    B 


kann  sie  stets  aus  einem    eigentlichen  Punkte  S  nach  eigentlichen 
Punkten   al)0b{p   derart  projiciren,   dass   bi   zwischen  a  und  p,   b0 

zwischen  a  und  bt  zu  liegen 
ß  kommt,  und  alsdann  die  po- 

sitive ganze  Zahl  n  so  an- 
geben ,  dass  der  ntc  Punkt  ~bn 
des  Netzes  ab0b{  entweder 
mit  p  zusammenfällt  oder 
vom  (n  -f-  l)ten  bn  +  x  durch  a 
und  p  getrennt  wird.  Werden 
bn  und  ~bn  +  1  aus  S  auf  die 
Gerade  AP  nach  Pw  und  Bn+1  projicirt,  so  ist  Bn  der  nte,  Bn  +  i 
der  (n  +  l)te  Punkt  des  Netzes  AB0BX. 

Werden  in  einer  Geraden  die  Punkte  AB{  durch  B0P 
getrennt,  so  kann  man  die  positive  ganze  Zahl  n  so  an- 
geben, dass  der  nte  Punkt  des  Netzes  AB0Bt  entweder 
mit  P  zusammenfällt  oder  vom  {n  -j-  l)ten  durch  A  und  P 
getrennt  wird.  Es  werden  dann  auch  B0Bn  +  1  durch  AP 
getrennt. 

Dies  ist  ein  graphisches  Theorem,  bei  dessen  Beweise  der  Be- 
griff der  Congruenz  benutzt  worden  ist.  Indem  wir  es  mit  anderen 
und  zwar  nur  mit  graphischen  Theoremen  verbinden ,  gelangen  wir 
zu  den  graphischen  Sätzen,  um  die  es  sich  jetzt  noch  handelt. 

Zuerst  werde  die  Construction  des  Netzes  AB0BX  in  der  Ge- 
raden f  näher   erörtert.     Durch  A  ziehen  wir  eine   Gerade  g  und 


IPig.  44. 


nehmen  den  Punkt  P  in  der  Ebene  fg  beliebig,  ausserhalb  /'  und  g. 
Aus  P  mögen  B0Bl  auf  g  nach  O0 Cx  projicirt  werden,  die  Geraden  AP 
und  BlC0  mögen  sich  in  Q  begegnen,   und  aus  Q  werde  Oj    auf/' 
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aach    l>,   projicirt;   dann   s i i h  1  die   Punkte   J //,/>', /<',   harmon 
also  J>.,  der  zweite  Punki  des  Netzet   .1 //,,/;,.    Wird  H.  au     P 
g  nach  (!.,,  sodann  C2  aus  Q  anf  /  aach  />'.  projicirt,  bo  ist  B 
dritte  Punkt  des  Net/es.     Wenn  überhaupt  B  ,  der  <<     Punkt   •!<•- 
Netzes  A  BQBlt  aus  P  auf  g  nach  C7W,  Bodanu  (7«  auf  Q  auf  /  Dach 
/>'„  |  i  projicirt  wird,  «o  ist  Bn+i  der  (»  +  l/e  ''unkt. 

Der  Durchschnittspunkt   der  Geraden   (\l>.    nnd   (  ,  /«',    werde 
mit  B,  der  der  Geraden  /'und  PJS  mit  M  bezeichnet.    Da  -1  />',  //,  /<' 
und  AC\C2Cn  harmonische  Gebilde  sind,    so  wird    //.    aus   /.'   auf  y 
nach  G'„  projicirt,  d.  h.  die  Gerade  G'()i>.(  geht  durch  li.   Da  .1  //,  />'  B 
und  .46^0,6',  harmonische  Gebilde  sind,  so  geht  die  Gerade   /<'  I 
ebenfalls  durch  2?.     Folglich  werden  nicht  bloss  die  Punkte   //,  lt. . 
sondern    auch   die  Punkte  BÜB.A   durch  AM  harmonisch   getrennt. 
Zu   den   Punkten  BlB2A  und  B0B3A   gehört  derselbe   vierte   har- 
monische Punkt. 

Hieran  mag  die  Erklärung  eines  allgemeineren  Begriffes  ange- 
knüpft werden,  auf  welchen  der  des  Netzes  sich  zurückführen  lassi 
Wenn  nämlich  Abcb'c  Punkte  in  einer  Geraden  sind  und  zu  bc'A 
derselbe  vierte  harmonische  Punkt  31  wie  zu  cb'A  gehört,  so  will 
ich  sagen,  die  Paare  bc  und  b'c  seien  äquivalent  für  den  Grenz- 
punkt A.  Dabei  sollen  bcb'c  von  A  verschieden  sein;  dagegen 
brauchen  sie  nicht  unter  sich  verschieden  zu  sein,  und  zwar  ist, 
"wenn  b'  mit  c  zusammenfällt,  c  f ür  M  zu  nehmen,  ebenso  b,  wenn 
ö  mit  b  zusammenfällt.  —  Sind  bc  und  b' c  für  irgend  einen  Punkt 
äquivalent,  so  werden  bc   durch  cb'  nicht  getrennt  (§11  Seite  90  . 

Bei  Festhaltung  des  Grenzpunktes  folgt  sofort:  Jedes  Paar  bc 
ist  sich  selbst  äquivalent;  sind  die  Paare  bc  und  b'c  äquivalent,  so 
sind  es  auch  b'c  und  bc,  cb  und  cb',  bb'  und  cc  u.  s.  w.;  und 
wenn  dann  b  mit  c  zusammenfällt,  so  kann  auch  b'  nicht  von  c 
verschieden  sein. 

Der  Begriff  der  äquivalenten  Paare  lässt  sich,  ebenso  wie  der 
des  Netzes,  auf  Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  übertragen. 
Beides  sind  graphische  Begriffe  und  sich  selbst  reeiprok.  Wenn 
sie  in  der  einen  von  zwei  perspectiven  Figuren  anwendbar  sind,  so 
lassen  sie  sich  auch  auf  die  homologen  Elemente  der  andern  Figur 
anwenden. 

Es  seien  in  einer  Geraden  /'  die  Paare  bc  und  b'c'  äquivalent 
für  den  Grenzpunkt  A,  d.  h.  ein  Punkt  M  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  bc'A  und  cb'A  (oder  M  mit  c  identisch,  wenn  6'  iu  c 
fällt  u.  s.  w.).  Durch  A  werde  noch  eine  Gerade  g  gezogen,  der 
Punkt  P  in  der  Ebene  fg  ausserhalb  /'  und  g  angenommen,  bc  b'cM 
aus  P  auf  g  nach  ßyß' y' p  projicirt,  und  endlich  der  vierte  harmo- 


122 


§  15.    Herleitung  einiger  graphischen  Sätze. 


nische  Punkt  zu  M\iP  mit  B  bezeichnet.    Alsdann  müssen  by    und 
ßc,  ebenso  cß'  und  b' y  im  Punkte  B  sich  begegnen.    Schneiden  sich 


nun  die  Geraden  b' ß  und  c'y  (vorausgesetzt  dass  sie  verschieden 
sind)  in  Q,  so  sind  die  Strahlen  /',  g,  AB,  AQ  harmonisch,  aber 
auch  die  Strahlen  /',  g,  AB,  AP,  also  AP  und  AQ  identisch.  Dem- 
nach haben  die  Geraden  b ' ß  und  c'y  stets  einen  Punkt  Q  der  Ge- 
raden AP  mit  einander  gemein. 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst,  dass  Abcb'c  durch  wiederholte 
Projection  nach  Ac'b'cb  übergeführt  werden  können;  es  werden 
Abcb'c  aus  P  nach  Aßyß'y,  diese  aus  B  nach  Ac'b'cb  projicirt. 
Sind  also  in  einer  Geraden  die  Paare  bc  und  b'c  äquivalent  für 
den  GrcmpunM  A  und  werden  bc  durch  Ab'  getrennt,  so  tu  er  den 
bc  auch  durch  Ac  getrennt.  Ausserdem  erhalten  wir  folgende  Con- 
struetion  des  Punktes  c',  wenn  in  einer  Geraden  /'  die  Punkte  Abcb' 
gegeben  sind  und  die  Paare  bc,  b'c  für  A  äquivalent  werden  sollen. 
Man  ziehe  nämlich  durch  A  noch  eine  Gerade  g,  nehme  in  der 
Ebene  fg  den  Punkt  P  ausserhalb  /'  und  g  beliebig,  projicire  bc 
aus  P  auf  g  nach  ßy ,  ß  aus  b'  auf  AP  nach  Q,  endlich  y  aus  Q 
auf  /'  nach  c.  Der  Punkt  c  ist  somit  stets  vorhanden  und  völlig 
bestimmt. 

Treten  nun  in  der  Geraden  f  noch  die  Punkte  d  und  d'  so 
hinzu,  dass  auch  die  Paare  cd  und  cd'  für  A  äquivalent  sind,  so 
begegnen  sich  die  Strahlen  Pd  und  Qd'  auf  der  Geraden  g,  etwa 
in  8,  und  folglich  sind  auch  die  Paare  bd  und  b'd'  äquivalent.  Aus 
P  werden  Abcd  nach  Aßyd,  diese  aus  Q  nach  Ab' c  d'  projicirt. 
Wenn  also  in  einer  Geraden  die  Paare  bc  und  b'c  für  den  Grenz- 
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pun/d  A  äquivalent  sind,  eben  o  du    Paan    <  d  un 
auch  die  Paare  bd  und,  b'd';  man  kann  dann  Abed  durch  nieder- 
holte Protection  uach  Ab'c'd'  Überfuhren,   und  wenn  bi    durch  Ad 
getrennt  werden^  so  werden  auch  b'c*  durch  Ad'  getrennt. 

Sind  in,  einer  Geraden  f  du    Paart  /><    und  b'd  äquivalent 
den  (in  n;.pindd  A,  ebenso  die  Paari  bc  und  />,''•■ 
die  Paare  b'c'  und  bicl.     Denn    zieh!    man   durch  A   die  Gerade  g 
beliebig,  nimmt  den  Punkt  P  in  der  Ebene  fg  (ausserhalb  /  and«/ 
mal  projicirt  bc  aus  /'  auf  <j  nach  (iy,  so  treffen  sich  die  Strahlen 
1/ ß  und  c'y  in  einem  Punkte  Q  der  Geraden  A  P,  ebenso  die  Strahlen 
b{ß  und  c,y  in  einem  Punkte  8  dieser  Geraden.     Daraus  folgi  an- 
mittelbar die  Behauptung. 

Auf  den  Begriff'  der  Aequivalenz  lässt  ßich  der  des  Netzes  fol- 
gendermassen  zurückführen.  Wühlen  wir  z.  B.  ein  Netz  in  einer 
Geraden,  A  als  Grenzpunkt,  2?0  als  Nullpunkt,  /»',  als  ersten  Punkt; 
nennen  wir  B2  den  zweiten  Punkt  u.  s.  w.  Dann  sind  7/,,  /V,  und 
B{B2  äquivalente  Paare  für  A,  ebenso  BlB2  und  B2B3  u.  s.  I.  I1 
durch  werden  die  Punkte  B2B3  .  .  .  unter  Festhaltuug  von  J  /•'  l> 
vollkommen  bestimmt.  Nach  dem  vorigen  Satze  sind  die  Paare 
BxBx+i  und  BflBM+i  äquivalent  für  den  Grenzpunkt  J.  wenn  ). 
und  ^  beliebige  (nicht  negative)  ganze  Zahlen  sind. 

Die  vorstehenden  Sätze  sind  gesammelt  worden,  um  einen  zur 
Begründung  der  projeetiven  Geometrie  unentbehrlichen  Satz  zu  be- 
weisen. Die  Frage,  um  die  es  sich  handelt,  tritt  auf,  wenn  vier 
Punkte  AB  CD  in  einer  Geraden  wiederholt  projicirt  werden,  bis 
man  in  jene  Gerade  zurückgelangt.  Es  kann  dabei  vorkommen,  dass 
die  letzten  Projectioneu  von  drei  gegebenen  Punkten  mit  di<  sen 
selbst  zusammenfallen;  dann  gilt  vom  vierten  Punkte  dasselbe,  wie 
jetzt  bewiesen  werden  soll. 

Ich  setze  also  voraus,  dass  AB  CD  durch  wiederholt»  Protec- 
tion nach  ABGE  übergeführt  worden  sind,  und  habe  zu  zeigen, 
dass  D  mit  E  zusammenfällt. 

Zu  dem  Ende  werde  die  Annahme,  dass  D  von  E  verschieden 
sei,  geprüft.  Bei  geeigneter  Bezeichnungsweise  werden  AG  durch  />'  J> 
und  mithin  auch  durch  BE  getrennt.  Bei  ausgeschlossenem  />'  liegen 
dann  D  und  E  zwischen  A  und  C,    folglich    entweder  D  zwischen 


A  1!  G       />',      C       />'„  D  E 

A  und  E  oder  E  zwischen  A  und  1);  es  mag  das  letztere  statt- 
finden, d.  h.  AB  durch  BE  getrennt  sein,  folglich  auch  AD  and 
BD  durch  CE.    Man  mache  nun  das  Paar  BDX  dem  Paare  DE  für 
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den  Grenzpunkt  A  äquivalent;  dann  sind  BE  durch  ABt  getrennt, 
aber  AB  nicht  durch  BXC.  Construirt  man  also  das  Netz  ABBD 
so  gelangt  man  jedenfalls  zu  einem  Punkte  Bn  (n  ist  eine  positive 
ganze  Zahl  und  kann  1  sein),  der  von  B  durch  A C  getrennt  wird; 
man  kann  dann  weiter  den  Punkt  Cx  so  bestimmen,  dass  C  als  niei 
Punkt  des  Netzes  ABCX  herauskommt  (Cx  kann  mik  C  zusammen- 
fallen); dabei  werden  ACX  durch  BBX  getrennt,  ferner  (wenn  C 
von  Cx  verschieden)  ACX  durch  BC,  folglich  jedenfalls  auch  ACi 
durch  BD.  Jetzt  werde  das  Netz  ABCX  so  weit  verfolgt,  bis 
einer  seiner  Punkte  Cx  mit  D  zusammenfällt  oder  von  Cx  +  i  durch 
A  und  D  getrennt  wird,  wobei  die  Paare  BCX  und  CxCx+i  für 
den  Grenzpunkt  A  äquivalent  sind;  endlich  mache  man  für  den- 
selben Grenzpunkt  die  Paare  BF  und  GCX  dem  Paare  CiD  äqui- 
valent. (Ist  Cx  nicht  von  D  verschieden,  so  fällt  F  mit  B,  G  mit 
Ct  zusammen.)  Wie  die  vorangeschickten  Sätze  lehren,  sind  auch 
die  Paare  FCX  und  DCx  +  i  äquivalent,  ferner  BG  und  FCi}  folg- 
lich B  G  und  D  Cx  _|_  i ;  überdies  werden  (wenn  Cx  von  D  verschie- 
den) BCX  durch  AF  und  mithin  durch  AG  getrennt;  folglich 
jedenfalls  BBX  durch  AG  und  weiter  DE  durch  ACx  +  i.  Daraus 
folgt  aber,  dass  AD  durch  BCx  +  i,  ACx  +  i  durch  BF  getrennt 
werden.  Wenn  man  nun  die  Projectionen,  denen  nach  unserer 
Voraussetzung  die  Punkte  AB  CD  unterworfen  wurden,  auf  das 
Gebilde  ABCDC1Cx  +  i  ausdehnt,  so  gelangt  man  in  die  gegebene 
Gerade  zurück,  und  zwar  entsprechen  die  Punkte  ABC  sich  selbst, 
demnach  auch  die  Punkte  CxCx  +  i,  während  D  als  von  dem  ent- 
sprechenden Punkte  F  verschieden  angenommen  war.  Der  Annahme 
zufolge  würden  daher  BCx  +  i,  welche  nach  dem  Vorigen  durch  AD 
getrennt  werden,  auch  durch  AF  und  zugleich  ACx  +  i  durch  BF 
getrennt  werden,  woraus  sich  die  Unzulässigkeit  der  Annahme  ergiebt. 

Das  vorstehende  Beweisverfahren  lässt  sich  leicht  auch  auf  fol- 
genden Satz  anwenden:  Wenn  die  Gebilde  AB  CD  und  ABCE 
je  aus  vier  verschiedenen  Elementen  einer  Punktreihe  oder  eines 
Strahlenbüschels  oder  eines  Ebenenbüschels  bestehen  und  alle  graphi- 
schen Eigenschaften  gemein  haben,  so  fällt  D  mit  E  zusammen. 

Drei  Punkte  ABC,  welche  in  einer  Geraden  beliebig  gegeben 
sind,  können  allemal  nach  drei  Punkten  ccßy,  welche  in  derselben 
oder  in  einer  andern  Geraden  beliebig  gegeben  sind,  durch  ein-  oder 
mehrmalige  Protection  übertragen  iverden.  Sind  nämlich  die  Geraden 
AB  und  aß  von  einander  verschieden,  aber  ABC  und  ccßy  nicht 
perspectiv,  auch  etwa  a  nicht  in  AB  gelegen,  so  ziehe  man  durch 
a  eine  Gerade,  welche  AB  schneidet  (nicht  in  A),  und  projicire 
ABC  aus   einem   Punkte   Aa    auf  diese   Gerade  nach   aB'C'j    die 
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Fig.  ic 


Punktreihen   alfG   and   ccßy  sind  alsdann   perspectiv.     Fallen  die 
Geraden  AB  and  «/*  zusammen,    and  isi  a&<    irgend  eine  Pr< 

tion   von  .1  B(7j   -"   kann   man   ron  abi 

zu  ^/iy  durch   eine  oder  zwei  I' 
nen  gelangen. 

WuniiAIK'J)  viel  verschiedene 
Punkte  in  einer  Geraden  sind, 
ebenso  ußyö,  und  die  Gebilde 
ABCD  und  «.fiyi)  haben  alle  gra- 
phischen Eigenschaften  gemein, 
bo  kann  man  von  einem  zum  an- 
dern durch  eine  oder  mehr« 
Projectionen  gelangen.  Denn  die 
Punkte  ccßy  kann  man  durch  ein-  oder 
mehrmalige  Projection  nach  A  BC  über- 
führen. Wendet  man  dieselben  Projectionen  zugleich  auf  d  an,  bo  mag 
sich  E  ergeben.  Wäre  nun  1)  von  E  verschieden,  so  könnte  man  (\ 
und  Cz  +  i  wie  vorhin  construiren;  es  wäre  C  der  nic,  Cg+i  der 
(A  +  l)te  Punkt  des  Netzes  ABCX,  BC?  +  1  durch  AD,  AC\+l 
durch  JBE  getrennt.  Man  führe  noch  y,  und  yx  +  i  derart  ein,  dass 
y  der  nte  und  yx  +  i  der  (A  -J-  l)tc  Punkt  des  Netzes  ccßyx  wird;  es 
wären  dann  ßyx  +  i  durch  ad  getrennt,  folglich  auch  BC?.  +  i  durch 
AE,  zugleich  nach  Obigem  AC^  +  i  durch  BE,  was  unmöglich  ist. 
Die  Umkehrung  dieses  Satzes  wird  im  17tcn  Paragraphen  be- 
wiesen werden.   — 

Ueber  die  Frage,  ob  die  neu  erlangten  graphischen  Sätze  auch 
ohne  den  Begriff  der  Congruenz  bewiesen  werden  können ,  sei  Fol- 
gendes bemerkt.  Wir  haben  die  Eigenschaften  der  congruenten 
Figuren  benutzt,  um  den  Satz  zu  beweisen:  Sind  in  einer  Geraden 
die  eigentlichen  Punkte  AB0BlP  gegeben,  J5,  zwischen  A  und  P, 
B0  zwischen  A  und  Bi}  so  kann  man  die  positive  ganze  Zahl  X  so 
angeben,  dass  dem  (A  -f-  l)teu  Punkte  des  Netzes  AB0B{  nur  Punkte 
der  Strecke  AP  vorangehen,  während  er  selbst  zur  Strecke  AI' 
nicht  gehört.  Man  könnte  diesen  Satz  unabhängig  vom  Begriff  der 
Congruenz  herstellen,  wenn  man  sich  auf  einen  Grundsatz  von  fol- 
gendem Inhalte  stützen  wollte: 

„Kann  man  in  einer  geraden  Strecke  AB  Punkte  AiAiA3..  . 
in  unbegrenzter  Anzahl  so  herstellen,  dass  A{  /wischen  A  und  11, 
A.y  zwischen  Al  und  B,  As  zwischen  A.>  und  B  liegt  u.  s.  \\ 


A  Ax      A,      A,  C  B 

existirt  in  jener  Strecke  ein  Punkt  C  (welcher  mil   />'  zusammen- 
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fallen  kann)  derart,  dass,  wie  auch  der  Punkt  D  in  der  Geraden 

AB  zwischen  A  und  C  gelegen  sein  mag,  nicht  alle  Punkte  der 

Reihe  AlA2Az  .  .  .   sich  zwischen  A   und  D  befinden,   während 

zwischen  B  und  C  sich  kein  Punkt  der  Reihe  befindet. u 

Nehmen    wir   in    der    That    die    eigentlichen   Punkte    AB0BXP  in 

einer  Geraden,  Bx  zwischen  ,4  und  P,  B0  zwischen  A  und  Bl1  und 

construiren   das  Netz    AB0Bl.     Es    liegt  B0  zwischen  A  und   P, 

Bt  zwischen  _B0  und  P.     Wären   die  Punkte  B.2B3  .  .  .  des   Netzes 


A  B0  B,  B  Bn  C  P 

ABQBt  sämmtlich  Punkte  der  Strecke  AP,  so  läge  auch  B2  zwi- 
schen Bx  und  P,  Bz  zwischen  B2  und  P  u.  s.  w. ,  und  es  wäre  in 
der  Strecke  A  P  ein  Punkt  C  (welcher  mit  P  zusammenfallen  kann) 
vorhanden,  derart  dass,  wie  auch  der  Punkt  D  in  der  Geraden  AP 
zwischen  A  und  C  gelegen  sein  mag,  nicht  alle  Punkte  des  Netzes 
zwischen  A  und  D  liegen,  während  zwischen  C  und  P  sich  kein 
Punkt  des  Netzes  befindet;  den  Punkt  D  kann  ich  so  wählen,  dass 
äquivalente  Paare  CD  und  B]  B0  für  den  Greuzpunkt  A  entstehen, 
wobei  CB0  durch  ABX,  mithin  auch  durch  AD  getrennt,  d,  h.  D 
zwischen  B0  und  C  gelegen  wäre.  Zwischen  C  und  D  könnte  man 
zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  Bn  und  Bn  +  1  des  Netzes  AB0Bi 
annehmen;  die  Paare  B0Bl  und  BnBn  +  i  wären  äquivalent  für  den 
Grenzpunkt  A,  ebenso  B0Bt  und  DC,  folglich  auch  DG  und 
BnBn  +  \\  ferner  wären  DBn  +  \  durch  ABn  getrennt,  folglich  auch 
durch  AC,  d:  h.  G  zwischen  D  und  J5w  +  i  gelegen,  während  doch 
Bn  +  \  zwischen  C  und  D  liegen  sollte. 

Das  Axiom,  durch  welches  Herr  F.  Klein*)  die  Lücke  in 
Staudt's  Begründung  der  Projectivität**)  ausfüllt,  kommt  auf  den 
eben  formulirten  Satz  hinaus.  Diesen  als  Grundsatz  anzunehmen, 
würde  mit  den  hier  festgehaltenen  Anschauungen  nicht  im  Einklang 
stehen.  Denn  abgesehen  davon,  dass  eine  Beobachtung  sich  über- 
haupt nicht  auf  unendlich  viele  Dinge  beziehen  kann,  ist  die  Auf- 
stellung jenes  Satzes  von  unserem  Standpunkte  aus  auch  deshalb 
noch  nicht  zulässig,  weil  wir  (vgl.  Seite  18).  in  einer  Strecke  nicht 
unendlich    viele   Punkte    annehmen    dürfen,    ohne    dem  Sinne    des 


*)  Mathem.  Ann.  Bd.  6  S.  136,  Bd.  7  S.  532;  vgl.  Cantor,  ebendas. 
Bd.  5  S.  128;  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  (Braunschweig 
1872)  S.  18. 

**)  Staudt,  Geometrie  der  Lage  S.  50;  vgl.  Thomae,  Gebilde  erster 
und  zweiter  Ordnung  S.  12;  Heye,  die  Geometrie  der  Lage,  Vorwort  zur 
zweiten  Auflage;-  F.  Klein,  Mathem.  Ann.  Bd.  6  S.  132,  Bd.  7  S.  531,  Bd.  17 
S.  52;  Darboux,  ebendas.  Bd.  17  S.  55;  Schur,  ebendas.  Bd.  18  S.  252. 
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Wortes  „Punkt"  eine  weitere  als  die  bisherige  Ausdehnung  i 

und  uns  mithin   von  seiner  ursprünglichen    Bedeutung  noch   mehr 

zu  entfernen.     Eine   solche   Ausdehnung    wird    erforderlich, 

man   die  Punkte    der  Geraden    in    rollständige    Analogie    mit    den 

Gliedern    der    aus    den   rationalen    und    irrationalen    reellen    Zahlen 

bestehenden  Reihe  bringen  will 5  sie  erfolgt  dann  durch  eine  g 

aete  Definition,  an  welche  sich  jener  Satz  als  Theorem  anschlie 
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In  §  12  haben  wir  gesehen,  dass  alle  graphischen  Sätze,  welche 
auf  dem  damaligen  Standpunkte  überhaupt  erreichbar  waren , 
aus  den  graphischen  Sätzen  der  §§  7 — 9  deduciren  lassen.  Für 
den  dadurch  abgegrenzten  Theil  der  graphischen  Geometrie  konnten 
wir  die  drei  Reciprocitätsgesetze  aus  dem  Umstände  folgern,  dass 
die  Worte  „Punkt"  und  „Ebene"  in  den  Stammsätzen  vertauscht 
werden  dürfen. 

Ueber  dieses  Gebiet  hat  der  vorige  Paragraph  hinausgeführt 
und  gestattet  uns,  zwei  weitere  Sätze  zu  jener  Gruppe  hinzuzufügen, 
nämlich:  Werden  in  einer  Geraden  die  Punkte  ABl  durch  B()P 
getrennt,  so  kann  man  die  positive  ganze  Zahl  n  so  angeben],  dass 
der  nte  Punkt  des  Netzes  AB0Bl  entweder  mit  P  zusammenfällt 
oder  vom  (n  -J-  l)ten  durch  A  und  P  getrennt  wird;  und:  Werden 
in  einem  Ebenenbüschel  die  Ebenen  ABX  durch  B0P  getrennt,  so 
kann  man  die  positive  ganze  Zahl  n  so  angeben,  dass  die  nie  Ebene 
des  Netzes  ABnB{  entweder  mit  P  zusammenfällt  oder  von  der 
(n  -f-  l)ten  durch  A  und  P  getrennt  wird.  Die  erweiterte  Gruppe 
behält  die  Eigenschaft,  dass  „Punkt"  und  „Ebene"  vertauschbar 
sind,  und  da  wir  im  Folgenden  die  graphische  Geometrie  nicht 
weiterführen  werden,  als  dies  mit  Hülfe  der  so  vermehrten  Stamm- 
sätze geschehen  kann,  so  ist  für  unsere  Zwecke  die  Recipro- 
cität  zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  schon  jetzt  ge- 
nügend erwiesen,  mithin  auch  die  Reeiprocität  zwischen  den 
Punkten  und  Geraden  an  einer  Ebene  und  zwischen  den  Geraden 
und  Ebenen  an  einem  Punkte.  Die  drei  Dualitätsgesetze  lassen 
sich  also  ohne  Weiteres  auf  alle  graphischen  Sätze  des  vorigen 
Paragraphen  anwenden;  doch  ist  es  überflüssig,  die  sich  ergeben- 
den reeiproken  Sätze  noch  besonders  anzuführen.  — 

Wir  haben  zuletzt  gerade  Punktreihen  betrachtet,  welche  durch 
Projectionen  in  einander  übergehen.     Wenn  man  von  einer  Punkt- 

*)  Siehe  unten  §  "Jo. 
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reihe  durch  eine  oder  mehrere  Projectionen  zu  einer  andern  ge- 
langt, so  heissen  die  beiden  Punktreihen  projectiv.  Folgende 
Sätze  können  wir  jetzt  unmittelbar  aussprechen. 

Sind  die  Punktreihen  ab  cd  und  ab' cd'  projectiv,  ab  durch 
cd  getrennt,  so  sind  ab'  durch  cd'  getrennt. 

Sind  die  Punktreihen  ab  cd  und  abce  projectiv,  so  fallen  d  und 
e  zusammen. 

Die  Elemente  der  einen  von  zwei  projectiven  Reihen  darf  man 
beliebig  anordnen;  aber  durch  die  Anordnung,  welche  man  in  der 
einen  Reihe  trifft,  wird  im  Allgemeinen  die  in  der  andern  zu  tref- 
fende bestimmt.  Wenn  zwei  Punktreihen  aus  gleichvielen ,  aber 
höchstens  je  drei  Elementen  bestehen,  so  sind  sie  stets  projectiv,  gleich- 
viel wie  man  sie  ordnet.  Nehmen  wir  aber  vier  Punkte  ab  cd  in 
einer  Geraden  f.  Durch  d  ziehe  man  eine  Gerade  g,  wähle  ausser- 
halb beider  Geraden  in  ihrer  Ebene 
einen  Punkt  A,  projicire  abc  aus 
A  auf  g  nach  aßy  und  bezeichne 
den  Durchschnittspunkt  von  aß, 
cy  mit  JB;  dann  werden  ab  cd 
aus  A  auf  g  nach  aßyd,  diese 
aus  a  auf  cy  nach  AByc,  diese 
endlich  aus  ß  auf  f  zurück  nach 
bade  projicirt.  Folglich  sind  ab  cd 
und  bade  projectiv,  überhaupt 
abcd,  bade,  edab,  deba.  Nun 
mögen  etwa  ab  durch  cd  getrennt 
werden.  Liegen  abcd  harmonisch,  so  sind  auch  abcd  und  baed, 
abde,  cdba,  dcab  projectiv.  Umgekehrt:  Sind  abcd  und  baed 
projectiv,  so  sind  es  zugleich  aßyd  und  baed,  also,  wenn  g  und 
bJB  in  a  sich  schneiden,  aßyd  und  a'ßyd  projectiv,  d.  h.  a  mit 
a  identisch,  abcd  harmonisch.  Wenn  abcd  nicht  harmonisch  lie- 
gen, so  ist  abcd  keiner  der  Beihen  baed,  abde,  cdba,  dcab  pro- 
jectiv. Es  bleiben  noch  16  Permutationen  übrig,  welche  sich  mit 
den  Punkten  abcd  vornehmen  lassen;  aber  da  weder  ac  durch  bd 
noch  ad  durch  bc  getrennt  werden,  so  ist  die  Reihe  abcd  niemals 
einer  von  diesen  16  Permutationen  projectiv. 

Hat  man  zwei  projective  Punktreihen  abc  ...  und  ab' c  .  .  ., 
so  heissen  aa,  bb',  cc,  ...  homologe  Punkte;  fällt  ein  Punkt  mit 
dem  homologen  zusammen,  so  sagen  wir,  die  beiden  Reihen  haben 
den  Punkt  entsprechend  gemein.  Je  zwei  homologe  Theile  der 
beiden  Reihen  sind  projectiv.  Sind  drei  Punkte  entsprechend 
gemein,  so  sind  es  alle. 


Fig.  47. 
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Es  seien   P  und   /''  projeetive  Punktreihen,    welche  mind 
:ius  je  drei  Punkten   bestehen   und   in    bestimmter  Anordn 
gehalten  werden;  die  Träger  sollen  resp.  /  and/"  I 
aber  niehi   verschieden   zn   sein).     In  /  werde  ein  Punkt  tl  bei 
angenommen.     Wenn  er  zu  I'  gehört,    -<>  entspricht    ihm  in  / 
vi*»llio    bestimmter    Punkt   </'   als    homologer   Tunkt    der    Reihe    P 
Wenn  (/  aicht  zu   /'  gehört .  so  schreibe  man  d  zur  Reihe   /'  binzn 
und  erweitere  P'  mittels   irgend    welcher   von    I'  zu    V  führenden 
Projectionen  um  einen  Punkt  d'  derart,  dasa  die  erweii 
wieder  projeetiv  sind;  auch  dann  ist  d'  ein  völlig  bestimmter  Punkt 
der  /".     In    beiden  Fällen    dürfen   wir    also    sagen:    d   und   d'   sind 
homologe  Punkte  bei  der  zwischen  P  und  /'    gegebenen  projeetiven 
Beziehung   (Projecti vität),    und    es   isi    in    diesem    Sinne  jedem 
Punkte  der/'  ein    und  nur  ein  homologer  Punkt    der  /     zugeordnet. 

Um  eiw  projeetive  Beziehung  zwischen  za-ci  Punkt/reihen  heri 
stellen,  darf  man  zu  drei  Punkten   der  ('nun    Reih    du    homologen 
Punkte  beliebig  wählen;  durch  drei  solche  Paare  ist  aber  du    pro 
jeetive  Beziehung  vollkommen  bestimmt. 

Punktreihe,  Strahlenbüschel  und  Ebenenbüsche]  werden  ein- 
förmige Gebilde  (einförmige  Grundgebilde)  genannt.  Sind  zwei 
einförmige  Gebilde  perspectiv  oder  kann  man  /.wischen  sie  irgend 
eine  Anzahl  von  ebensolchen  Gebilden  derart  einschalten,  das-  nach 
der  Einschaltung  je  zwei  aufeinanderfolgende  Gebilde  perspectiv 
sind,  so  nennt  man  jene  beiden  Gebilde  projecti  v  und  wendet 
auf  sie  alle  Ausdrücke  an;  welche  für  Punktreihen  soeben  erklärt 
worden  sind.  Jedes  einförmige  Gebilde  ist  sich  selbst  projeetiv.  Zwei 
einförmige  Gebilde,  die  einem  dritten  projeetiv  sind,  sind  untet 
projeetiv.  Sind  die  einförmigen  Gebilde  abcd  und  ab' cd'  projec- 
Uv, ah  durch  cd  getrennt,  so  sind  ab'  durch  c  d'  getrennt.  Jt  :t<; 
homologe  Theile  mveier  projeetiven  einförmigen  Gebilde  sind  projeetiv. 
Ueberhaupt  lassen  sich  die  obigen  Sätze  einfach  verallgemeinern. 

Einförmige  Gebilde,  die  aus  gleich  rieten,  aber  höchstens  jt  ■ 
Elementen  bestehen,  sind  stets  projeetir.  Durch  drei  Paart  von  homo- 
logen Elementen  wird  eine  projecti n  'Beziehung  zicisclto)  r.ieei  ein- 
förmigen Gebilden  vollkommen  bestimmt,  so  dass  jedem  Element,  das 
zu  dem  einen  Gebilde  gerechnet  werden  kann,  im  andern  ein  und 
nur  ein  homologes  Element  entspricht. 

Ist  von  zwei  projeetiven   einförmige)}  Gebilden   das  eine   harmo- 
nisch, so  ist  es  auch  das  andere.     Je  zwei  harmonische  Gebild 
projecUv.     Das   harmonische  Gebilde    abcd    ist   demnach    zu   bade, 
edab,  deba,  baed,  abde,   cdba  und  (tenl)  projeetiv,  aber  zu   kei 
ner  der  1(5  übrigen  Permutationen.     Ist  dagegen   heim    Permutation 
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des  einförmigen  Gebildes  ab  cd  harmonisch,  so  sind  bade,  cd  ab  und 
deba  zu  ab  cd  projeetiv,  aber  keine  der  20  übrigen  Permutationen. 

Perspective  einförmige  Gebilde  sind  projeetiv.  Umgekehrt: 
Wenn  zwischen  zwei  einförmigen  Gebilden  eine  projective  Beziehung 
stattfindet  und  es  liegen  drei  Elemente  des  einen  perspectiv  mit  den 
homologen  Elementen  des  andern,  so  liegen  die  beiden  Gebilde  über- 
haupt perspectiv. 

Von  Punktreihen  auf  demselben  Träger  oder  Ebenenbüscheln 
mit  derselben  Axe  oder  concentrischen  Strahlenbüscheln  an  dersel- 
ben Ebene  wird  gesagt,  dass  sie  aufeinanderliegen  oder  sich 
in  vereinigter  Lage  befinden.  Zwei  projective  Punktreihen  oder 
Ebenenbüschel  oder  Strahlenbüschel  (mit  gemeinschaftlichem  Scheitel 
oder  in  einerlei  Ebene),  welche  ein  Element  entsprechend  gemein 
liaben,  ohne  aufeinander  zu  liegen,  sind  allemal  perspectiv. 

Liegen  zwei  projective  einförmige  Gebilde  abc  .  .  .  und  ab'  c  .  .  . 
aufeinander,  so  kann  es  vorkommen,  dass  nicht  bloss  ad  (welche 
von  einander  verschieden  sein  sollen),  sondern  auch  da  homologe 
Elemente  sind,  d.  h.  aa'bc  und  d  ab' c  projeetiv.  Alsdann  sind 
b'b  ebenfalls  homolog,  da  adbb'  und  a'ab'b  projeetiv,  und  man 
kann  überhaupt  durchweg  die  homologen  Elemente  mit  einander 
vertauschen.  Von  solchen  Gebilden  abc  .  .  .,  ab'  c  .  .  .  sagt  man, 
dass  sie  involutorisch  liegen,  oder  man  sagt,  dass  die  Paare 
ad,  bb',  cc,  ...  eine  Involution  bilden;  die  Elemente  eines 
jeden  Paares  heissen  conjugirt  und  sind  vertauschbar.  Durch 
zwei  Paare  ist  die  Involution  bestimmt,  d.  h.  zu  jedem  Element 
das  conjugirte;  zwei  Paare  aber  können  beliebig  angenommen 
werden. 

Die  Aufgabe,  in  einer  durch  zwei  Paare  gegebenen 
Involution  zu  einem  Elemente  das  conjugirte  zu  con- 
struiren,  giebt  uns  Gelegenheit,  die  in  §  10  am  Schluss  ange- 
stellte Betrachtung  zu  ergänzen.  Die  Seiten  eines  ebenen  vollstän- 
digen Vierecks  ab  cd  werden  dort  mit  einer  Geraden  durchschnit- 
ten, und  zwar  die  Seiten  bc,  ca,  ab,  ad,  bd,  cd  in  resp.  f,  g,  h, 
fx,  gx,  hx.  Damals  wurde  bewiesen,  dass  der  sechste  Punkt  durch 
die  übrigen  bestimmt  ist;  jetzt  können  wir  zeigen,  dass  ff,  ggx, 
hhx  Paare  einer  Involution  sind,  d.  h.  die  drei  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  werden  von  jeder  Ge- 
raden seiner  Ebene  in  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten.  In 
der  That  ist  die  Punktreihe  fghhx  ein  Schnitt  des  Strahlenbüschels 
b{cgahx),  d.  h.  des  Büschels  der  Strahlen  bc  bg  ba  bh1}  die  Punkt- 
reihe fxgxhxh  ein  Schnitt  des  Strahlenbüschels  a(dgxhxb);  da  diese 
Strahlenbüschel  perspectiv  zum   Büschel  hx(cgab)    d.  i.   hx(dgxab) 
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liegen,  so  sind  fghh{  and  /',//, A,A  projectiv,  folglich  d  //.., 

ggx ,   AA,    in    Involution.  Di<-    aui 

Btruction  liefert  also  in  der  durch  zwei  Paare  //    and  ■< 

Involution  von  Punkten  zum   gegebenen  Punkte  A   den   co 

h*i  auf  die  Involution  im  Bbenenbüschel   und  Btrahlenbflscnel 

sie  sich  leichl  dbertragen.    Auch  ist  jetzt  klar,  das*  man  bei 

Construction  /'  mii  /',  oder  g  mit  //,  vertauschen  darf 

Wenn  in  einer  Involution  irgend  ein  Paar  durch  ein  ai 
getrennt  wird,  so  ivird  jede*  Paar  durch  jedes  ändert  getrennt.  Denn 
wenn  die  Elemente  ad  durch  11/  getrennt  werden, 
«ausgeschlossenem  c  von  den  Elementen  b  und  b'  das  eine  [b)  /wi- 
schen a  und  a',  das  andere  (6')  aber  nicht;  sollen  nun  adb'c  und 
a'abd  projectiv  sein,  so  werden  ad  zwar  durch  Ar.  aber  nicht 
durch  bc  getrennt;  folglich  sind  ad  durch  cd  getrennt,  ebenso  bb' 
durch  cc   u.  s.  w. 

Bei  aneinanderliegenden  projeetiven  Gebilden  werden  die  etwa 
sich  selbst  entsprechenden  Elemente   auch  Doppelelement' 
nannt.  Werden  in  einem  einförmigen  Gebilde  die  Paan  a  a  .  b  &',  cc  . . . 
durch   die  festen  Elemente  f  und  g  harmonisch  getrennt,   so  bilden 
sie  eine  Involution  mit  den  Doppclelemcnten  f  und  g.    Denn  es  sind 
(§  11  Seite  90)  fga'b  und  /'gab',  fgab  und  fga'b'  projectiv;  daraus 
darf  man   aber  die  Projectivität   der   Gebilde  fgaa'b   und  fga'ab', 
überhaupt  fgaa'bc  .  .  .  und  fgdab'c    .  .  .  schliessen.     Umgekehrt: 
Sind  ad  conjugirte  Elemente  einer  Involution  mit  den  Doppelet* 
ten  f  und  g,  so   liegen  fgad  harmonisch;    denn   dann   sind  fgad 
und   fgd a  projectiv.     Weiter  ergiebt    sich  (§11   Seite  90): 
ad  und  bb'   Paare  einer  Invohdion  mit  zwei   Doppelelementen }  so 
werden  ad  durch  bb'  nicht  getrennt. 

Hiernach  können  nicht  bei  jeder  Involution,  also  nicht  bei 
jeder  projeetiven  Beziehung  zwischen  aufeinauderliegenden  projee- 
tiven Gebilden  zwei  Doppelelemente  auftreten*).  Aber  wenn  die 
projeetiven  einförmigen  Gebilde  abc  .  .  .  und  a'b'e  .  .  .  auf 
liegen  und  ein  Doppelelemcut  f  besitzen,  so  haben  sie  (mit  einer  so- 
gleich zu  erwähnenden  Ausnahme)  noch  ein  zweites  Dqppelelei 
Es  sei  in  der  That  weder  a  noch  b  entsprechend  gemein,  so  das^ 
die  Paare  ab'  und  bd  eine  Involution  bestimmen,  und  in  dieser 
Involution  sei  g  das  zu  f  conjugirte  Element,  also  fgab  und  gfb'd 
projectiv;  dann  sind  auch  fgab  und  fga'b'  projectiv,  also  </  Doppel- 
element der  gegebenen  Projectivität.  —  Bei  dieser  Gelegenheit  be- 
merken wir:    Wenn   in  eine»!  einförmigen  Gebilde  fgab  und  fga'b' 

*)  S.  uoch  unten  §  •_>;}. 
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projectiv  sind,  so  liegen  die  Paare  fg,  ab'  und  bd  in  Involution, 
und  umgekehrt;  es  sind  dann  auch  fgad  und  fgbb'  projectiv. 

Sollen  die  projectiven  einförmigen  Gebilde  abc  .  . .  und  ab'  c  . . ., 
welche  in  vereinigter  Lage  und  mit  einem  Doppelelement  f  ange- 
nommen werden,  kein  weiteres  Doppelelement  besitzen,  so  muss 
f  zugleich  in  der  durch  die  Paare  ab'  und  bd  bestimmten  Involu- 
tion sich  selbst  entsprechen  (fab'b  und  fb'aa'  projectiv).  Ist  als- 
dann m  das  vierte  harmonische  Element  zu  ab' f  (f ab' m  und  fb' am 
projectiv,  mithin  auch  fmab'b  und  fmb'ad),  so  ist  m  das  andere 
Doppelelement  jener  Involution,  also  zugleich  das  vierte  harmo- 
nische Element  zu  bdf,  d.  h.  die  Paare  ab  und  ab'  sind  äqui- 
valent für  das  Grenzelement  f,  ebenso  die  Paare  ac  und  de  u.  s.  w. 
Wir  wollen  deshalb  eine  derartige  Beziehung  eine  Aequivalenz 
mit  dem  Grenzelement  /"nennen;  sie  ist  nicht  involutorisch.  Zu 
ihrer  Bestimmung  sind  ausser  dem  Grenzelement  f  noch  irgend  zwei 
homologe  Elemente  ad  anzugeben;  construirt  man  a"  als  viertes 
harmonisches  Element  zu  dfa,  so  sind  die  Paare  ad  und  da" 
für  das  Grenzelement  f  äquivalent,  und  man  hat  drei  Paare  ff,  ad, 
da'  der  projectiven  Beziehung.  — 

Ist  in  einer  Geraden  /"*)  durch  zwei  projective,  aber  nicht 
involutorische  Punktreihen  P  und  P'  eine  projective  Beziehung 
gegeben,  und  entspricht  dem  Punkte  b  der  Geraden  f,  der  kein 
Doppelpunkt  sein  soll,  bei  der  Beziehung  PP'  der  Punkt  c,  bei 
der  Beziehung  P'P  der  Punkt  a,  so  sind  die  Punkte  a  und  c  nicht 
bloss  von  b,  sondern  auch  von  einander  verschieden.  Wenn  also 
noch  cd  homologe  Punkte  bei  der  Beziehung  PP'  vorstellen,  so 
ist  durch  die  Punkte  ab  cd,  nämlich  durch  die  drei  Paare  ab,  bc, 
cd,  die  projective  Beziehung  bestimmt. 

Dem  in  der  Geraden  f  variirenden  Punkte  y  entspreche  z  bei 
der  Beziehung  PP',  dagegen  x  bei  der  Beziehung  P'P.  Zieht 
man  durch  b  noch  eine  Gerade  g,  nimmt  in  der  Ebene  fg  den 
Punkt  0  ausserhalb  der  beiden  Geraden  und  projicirt  cdyz  aus  0 
auf  g  nach  ßy^rj,  so  sind  abxy  und  bcyz  projectiv,  bcys  und 
bß\r\  perspectiv,  folglich  abxy  und  bß%r\  projectiv,  ebenso  die 
Strahlenbüschel  r\ {abxy)  und  y(bß^rj),  diese  mithin  sogar  per- 
spectiv. Begegnen  sich  also  die  Geraden  xrj  und  \y  im  Punkte  Q, 
so  liegen  aßQ  in  gerader  Linie,  Q  in  der  festen  Geraden  aß. 

Dem  (von  a,  b,  c  verschiedenen)  Punkte  m  der  Geraden  f  seien 
die  Punkte  l  und  n  in  den  Beziehungen  P'P  und  PP'  zugeordnet. 
Projicirt  man  m  und  n  aus  0  auf  g  nach  resp.  A  und  fi,    so   sind 


*)  Vgl.  Crelle's  Journal  Bd.  91  S.  349. 
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^/>/./;  und  bcmy,  bctny  and  cifoj  projectiv,  cdfnx  und  ßypn  per 
spectiv,  folglich  a&to  and  /*y«>/  projectiv.  [ndem  wir  den  Dorch- 
ichnittspunkt  R   der  Geraden   cij   and  Zfi  einfuhr«  ennen  wii 

die  Strahlenbüschel  u'nhl.r.t  tmd  R(ßyfirf)  nicht  blo«  ab  pro* 
jectiv,  sondern  auch  als  perspectiv ,  da  die  Geraden  u/  and  Hfl 
zusammenfallen.  Demnach  liegt  der  Durchschnittspunkl  der  Strah- 
len fia  and  B/3  in  gerader  Linie  mit  y  and  .'.;  di<'  Strahlen  «" 
und    l!ji   schneiden   wich   auf   der    Geraden    yx.     Weiter    sind   die 


Fig.  48. 

Büschel  aibßyp)  und  ß(xQrjE)  perspectiv;  denn  die  Strahlen  ab 
und  ßx  begegnen  sich  in  x,  ay  und  ß)\  in  y,  aju  und  fJJR  auf  yx, 
aß  und  /3  Q  fallen  zusammen.  Da  mithin  die  Punktreihen  bßyp 
und  xQrjR,  bßyp  und  bcän,  bcän  und  ab  cm  projectiv  .sind,  so 
ergiebt  sich  schliesslich  die  Projectivität  der  Punktreihen  a  Q  ij  R 
und  ab  cm. 

Aus  0  projicire  ich  li  auf  /"  nach  r.  Dann  sind  gy£r  und 
xQrjll  perspectiv,  folglich  xyzr  und  ab  cm  projectiv.  Da  man 
durch  passende  Wahl  des  Punktes  m  das  Gebilde  ab<  )>i  einem 
beliebig  gegebenen,  aus  vier  verschiedenen  Elementen  bestehenden 
einförmigen  Gebilde  projectiv  machen  kann,  so  ist  in  der  Geraden 
f  jedem   Punkte  y   ein   Punkt   r   durch   die    Forderung  zugeordnet. 
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dass  xyzr  einem  festen  Gebilde  projectiv  sein  soll.  Wenn  m  in 
einen  Doppelpunkt  der  Projectivität  PP'  fällt,  so  vereinigt  sich 
der  Punkt  m  mit  l  und  n,  der  Punkt  X  mit  (i ,  die  Gerade  Aft  mit 
Om,  und  der  Punkt  r  hat  beständig  die  Lage  m.  In  jedem  andern 
Falle  beschreiben  die  Strahlen  yx  und  ßR,  während  y  variirt,  per- 
spective Büschel  resp.  um  y  und  ß  mit  dem  perspectiven  Durch- 
schnitt ap,  mithin  gleichzeitig  die  Punkte  x  und  R  projective 
Punktreihen  resp.  in  den  Geraden  f  und  Ip-,  also  ist  auch  die  Be- 
ziehung zwischen  y  und  r  in  der  Geraden  /'Projectivität.  Wenn  endlich 
die  Punkte  z  und  s  bei  der  Beziehung  PP'  resp.  den  Punkten  'z 
und  r  entsprechen,  also  das  Paar  zs  dem  Paare  yr,  so  sind  xyzr 
und  yzzs  projectiv,  d.  h.  yzz's  dem  festen  Gebilde  projectiv,  z 
und  s  zugeordnete  Punkte  der  zwischen  y  und  r  bestehenden  Pro- 
jectivität. Die  Paare  dieser  Beziehung  werden  durch  die  Projec- 
tivität PP'  in  Paare  derselben  Beziehung  übertragen,  und  wir 
können  daher  sagen,  die  Beziehung  yr  sei  bei  der  Projectivität 
PP'  sich  selbst  homolog. 

Werden  auf  einer  Geraden,  in  welcher  durch  zwei  projective, 
aber  nicht  involutorische  Punktreihen  P  und  P'  eine  projective  Be- 
ziehung gegeben  ist,  dem  Punkte  y  durch  die  Beziehungen  P'P  und 
PP'  resp.  die  Punkte  x  und  z  zugeordnet  und  ein  weiterer  Punkt  r 
so  construirt,  dass  die  gerade  Punktreihe  xzyr  .einem  festen  Gebilde 
projectiv  ausfällt,  so  ist  auch  -die  zwischen  y  und  r  entstehende  Be- 
ziehung Projectivität  und  bei  der  Projectivität  PP'  sich  selbst  ho- 
molog. Fällt  jedoch  r  bei  einer  Lage  von  y  in  einen  Doppelpunkt 
der  Projectivität  PP\  so  bleibt  r  bei  allen  Lagen  von  y  unverändert. 

Durch  die  Beziehung  PP  \%erde  dem  Punkte  r  der  (von  r 
verschiedene)  Punkt  q  zugeordnet.  Dann  sind  yrxq  und  zsyr 
projectiv,  mithin  auch  yrxq  und  rysz,  folglich  die  Paare  qz,  ry, 
sx  in  Involution,  xzyr  und  sqry  projectiv.  —  Nimmt  man  also 
xzyr  harmonisch,  so  werden  auch  sqry  oder  qsry  harmonisch, 
xzyr  und  qsry  projectiv;  also  wird  dann  y  durch  r  in  derselben 
Weise  bestimmt,  wie  r  durch  y. 

Werden  auf  einer  Geraden  f,  in  welcher  durch  zwei  projective, 
aber  nicht  involutorische  Punktreihen  P  und  P'  eine  projective  Be- 
ziehung gegeben  ist,  dem  Punkte  y  durch  die  Beziehungen  P '  P  und 
PP'  resp.  die  Punkte  x  und  z  zugeordnet  und  zu  den  Punkten  xzy 
der  vierte  harmonische  Punkt  r  aufgesucht,  so  bilden  die  Paare  yr 
eine  Involution,  welche  durch  die  Beziehung  PP'  in  sich  selbst  über- 
tragen wird*).     Ist   jedoch   die   Beziehung    PP'   eine   Aequivalenz, 


*)  Diesen  Satz  hat  Herr  Schröter  augegeben:  Crelle's  Journ.Bd.77  S.  120. 
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so  nun  r  bei  allen  Lagen   von  //  mit  dein  Grenzpunkte  der    \ 
Villen/-  zusammen. 

Im  Strahlenbüsche]  and  im  Ebenenbüschel  gelten  anal 
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Wir  gehen  jetzl  zu  den  Gebilden  zweiter  Stufe  über,  in- 
dem wir   uuicr  diesem  Namen  Planfiguren    und   centrische  Figuren 

zusammenfassen.  Wenn  man  eine  aus  beliebig  vielen  Punkten  be- 
stehende Planfigur  ein-  oder  mehrmal  projicirt,  so  erhalt  man  eine 
aus  ebenso  vielen  Punkten  bestehende  Planfigur,  und  so  oft  Punkte 
der  einen  Figur  an  einer  geraden  Linie  liegen,  ist  dies  aucl 
den  entsprechenden  Punkten  der  andern  Figur  der  Fall.  Solche 
Figuren  heissen  deshalb  collinear,  aber  man  wendet  diesen 
druck  überhaupt  auf  zwei  Gebilde  zweiter  Stufe  an,  wenn  sie  per- 
spectiv sind  oder  wenn  man  zwischen  sie  irgend  eine  Anzahl  von 
Gebilden  zweiter  Stufe  derart  einschalten  kann,  dass  nach  der  Ein- 
schaltung je  zwei  aufeinanderfolgende  Gebilde  perspectiv  werden. 
Man  kann  dabei  die  einförmigen  Gebilde  als  specielle  Fälle  zul 
und  demgemäss  prqjective  einförmige  Gebilde  auch  collinear  nennen. 
Jedes  Gebilde  zweiter  Stufe  ist  sich  selbst  collinear.  Je  zici  homo- 
loge Theile  zweier  collinearen  Gebilde  zweiter  Stufe  sind  collinear. 
Gebilde  zweiter  Stufe  sind  collinear,  wenn  sie  einem  und  demselben 
Gebilde  zweiter  Stufe  collinear  sind. 

Um  zwei  Gebilde  zweiter  Stufe  collinear  aufeinander  zu  beziehen, 
darf  man  vier  gleichartigen  Elementen  des  einen .  von  denen  keim  drei 
einem  einförmigen  Gebilde  angehören,  vier  ebensolche  Elementt  des 
andern  beliebig  zuordnen;  z.  B.  wenn  man  in  einer  Ebene  vier  Punkte 
abcd  annimmt,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegeu,  und 
vier  ebensolche  Punkte  a'b'c'd'  in  derselben  oder  in  einer  andern 
Ebene,  so  sind  die  Figuren  abcd  und  a'b'c'd"  collinear.  Der  Satz 
wird  leicht  als  allgemein  richtig  erkannt,  sobald  er  sich  in  dem  an- 
geführten besonderen  Falle  bewährt.  Es  sei  nun  m  der  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  ab  und  cd,  m  der  der  Geraden  ab  und 
c d\  P  eine  von  ab '  c  verschiedene  Ebene  durch  ab';  so  kann  man 
abedm  durch  eine  geeignete  Anzahl  von  Projectioueu  auf  die  Ebene 
P  so  übertragen,  dass  ad,  bb ' ,  mm  homologe  Punkte  werden.  Er- 
geben sich  dabei  yd  als  homologe  Punkte  zu  cd,  so  sind  die  Figuren 
a'b'yd  und  a'b'c'd'  perspectiv;  Centrum  der  Perspeetivität  ist  der 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  yc'  und  d<T. 

Eine  Collineation  zwischen  zwei  Gebilden  zweiter  Stufe  ist  voll- 
kommen bestimmt,    wenn    man  zu    vier  gleichartigen   Elementen  des 
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einen,  von  denen  keine  drei  einem  einförmigen  Gebilde  angehören,  die 
homologen  kennt.  Es  ist  hinreichend,  folgenden  besonderen  Fall  zu 
beweisen :  Sind  die  aus  je  fünf  Punkten  bestehenden  Planfiguren 
abcde  und  abcde  collinear  und  keine  drei  von  den  Punkten  ab  cd 
in  gerader  Linie,  so  fällt  e  mit  e  zusammen.  Zu  dem  Zweck  braucht 
man  aber  nur  zu  beachten,  dass  die  Geraden  ae  und  ae  wegen  der 
Collineation  zwischen  den  Strahlenbüscheln  a(bcde)  und  a(bcde') 
identisch  sind,  ebenso  die  Geraden  be  und  be',  ce  und  ce',  de 
und  de'.  — 

Um  jetzt  den  Begriff  der  Collineation  in  voller  Allgemeinheit 
einzuführen,  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an.  Es  seien  drei 
Punkte  Oaa  in  einer  Geraden  gegeben  und  eine  Ebene  P,  welche 
keinen  der  drei  Punkte  enthält.  Jedem  Punkte  b  ausserhalb  der 
Geraden  ad  ordnen  wir  in  der  Geraden  Ob  den  Punkt  b'  zu,  dessen 
Verbindungslinie  mit  d  der  ab  auf  P  begegnet;  wird  dagegen  ß 
auf  ad  von  0  verschieden  angenommen,  so  nehmen  wir  einen 
Punkt  b  ausserhalb  der  Ebene  P  und  den  zugeordneten  Punkt  b' 
zu  Hülfe  und  ordnen  dem  Punkte  ß  in  der  Geraden  ad  den  Punkt  ß' 
zu,  dessen  Verbindungslinie  mit  b'  der  bß  auf  P  begegnet;  der 
Punkt  0  endlich  wird  sich  selbst  zugeordnet.  Dass  ß'  unabhängig 
von  b  ausfällt,  bedarf  eines  Beweises.  Es  sei  daher  zunächst  c 
irgend  ein  Punkt  ausserhalb  der  Ebenen  P  und  Oab,  c  der  zuge- 
ordnete Punkt  in  Oc,  so  dass  ac  und  de  sich  auf  P  begegnen. 
Wegen  der  Perspectivität  der  Dreiecke  abc  und  ab' c  schneiden 
sich  be  b'c,  ca  c'd,  ab  ab'  auf  einer  Geraden,  folglich  auch  be 
und  b'c  auf  P,  ebenso  ßc  und  ß' c  wegen  der  Perspectivität  der 
Dreiecke  ßbc  und  ß'b'c,  d.  h.  bei  der  Construction  von  ß'  kann  b 
durch  c  ersetzt  werden.  Ist  ferner  y  ein  Punkt  der  Ebene  Oab, 
aber  ausserhalb  der  Ebene  P  und  der  Geraden  ad,  also  ausserhalb 
der  Ebene  Oac,  so  kann  man  y  statt  c  benutzen,  also  auch  statt  b. 
Die  Geraden  cy  und  c'y  treffen  sich  auf  P,  ebenso  by  und  b'y. 
Sind  also  dd'  und  ee  Paare  von  homologen  (d.  i.  zugeordneten) 
Punkten,  so  treffen  sich  die  Geraden  de  und  de  auf  P;  man  kann 
daher  das  Paar  ad,  von  welchem  wir  ausgingen,  dnreh  jedes  andere 
Paar  homologer  Punkte,  wenn  sie  von  einander  verschieden  sind, 
ersetzen.  Der  Punkt  0  und  die  Punkte  der  Ebene  P  sind  sich 
selbst  homolog,  aber  nur  diese. 

Bezeichnet  man  zwei  auf  einander  bezogene  Punktgruppen  als 
perspectiv,  sobald  die  homologen  Punkte  durch  die  Strahlen 
eines  Bündels  mit  einander  verbunden  werden,  dann  bildet  die  so- 
eben definirte  Beziehung  eine  besondere  Art  von  Perspectivität. 
Wir  wollen  sieCollinear-Perspectivität  nennen,  weil  Punkten 
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einer  Geraden  stete  Punkte  einer  Geraden  nd  in  der 

That  abc  Punkte  einer  Geraden  -/■   so  liegen  die  homologen  Punkte 
db' d  auf  einer  Geraden  //'.    \&i  g  m  I'  enthalten,  m  lind  abi 
sprechend  gemein;   liegt  g  ausserhalb  1',  ohne  0  za  enthalten 
fallen  die  Geraden  db'  und  de   in  eine  einzige  zusammen ,  ireil  sie 
durch  den   Punkt  gP  gehen;   geht  endlich  g  durch   0,   so   Li 
a'6'c   auf  //•     Wir  uennen  ggf   homologe  Geraden     Die   GeradeDj 
welche  in   r  liegen  oder  durch  0  gehen,   sind  sich  selbel  1 1 " 1 1 1 < .  1  < •  ur . 
aber  nur  diese.  Je  zwei  homologe  Geraden  begegnen  sich  in  einem 
Punkte  von  P,  ihre  Ebene  geht  durch   0. 

-Jeder  Planfigur  entspricht  eine  Planfigur;  die  Ebenen  solcher 
Figuren  nennen  wir  homolog-.  Die  Ebene  1'  und  alle  durch  0  gehen- 
den Ebenen  sind  sich  selbst  homolog,  aber  nur  diese.  Je  zwei  ho- 
mologe Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  der  Ebene  P.  Bind 
DD'  und  EE'  Paare  von  homologen  Ebenen,  so  geht  die  Ebene 
der  Geraden  DE  und  D'E'  durch  0.  Die  Beziehung  ist  jetzt  auf 
Figuren  ausgedehnt,  die  sich  in  beliebiger  Weise  aus  Punkten,  G 
raden  und  Ebenen  zusammensetzen,  und  man  sieht,  wie  neben  dem 
Punkte  0  und  der  Ebene  P,  an  denen  nur  sich  selbst  homologe 
Ebenen  liegen,  ein  Paar  homologer  Punkte  oder  Ebenen  nothwendig 
und  hinreichend  ist,  um  die  ganze  Beziehung  zu  bestimmen.  Die 
Definition  ist  sich  selbst  reeiprok. 

Jede  Planfigur,  deren  Ebene  nicht  durch  0  geht,  liegt  perspec- 
tiv zur  homologen,  wobei  0  Centrum  der  Perspectivität  ist;  auch 
jede  centrische  Figur,  deren  Scheitel  nicht  zu  P  gehört,  liegt  zur 
homologen  perspectiv,  wobei  P  der  perspective  Durchschnitt  ist. 
Wir  nennen  daher  0  das  Centrum  der  Perspectivität  und  P 
den  perspectiven  Durchschnitt  für  unsere  allgemeine  Be- 
ziehung. Nimmt  man  eine  Figur  in  einer  durch  0  gehenden  Ebene, 
so  liegt  die  homologe  Figur  in  derselben  Ebene,  und  wenn  ad 
(verschiedene)  homologe  Punkte  ausserhalb  dieser  Ebene  sind,  so 
wird  die  erste  Figur  aus  a  auf  P  nach  derselben  Figur  projicirt, 
wie  die  zweite  aus  a .  Analog  verhalten  sich  die  centrischen  Fi- 
guren, deren  Scheitel  auf  P  liegen.  Hiernach  sind  je  zwei  homo- 
loge Gebilde  zweiter  Stufe  collinear.  Man  schliesst  daraus:  Sind 
abcd  und  ab' cd'  homologe  einförmige  Gebilde  und  ab  durch  cd 
getrennt,  so  werden  ab'  durch  cd'  getrennt.  Ueberdies  wissen  wir, 
dass  aneinanderliegenden  Elementen  ebensolche  entsprechen.  Folglich 
haben  collinear -perspective  Figuren  alle  graphischen  Eigenschaflen 
mit  einander  gemein. 

Jede  perspective  Beziehung  zwischen   swei  Figuren    in   verschie- 
denen Ebenen   lässt  sich  8ti   einer  Collinear-  Perspectivität   er  Heitern. 
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die  sich  auf  alle  Elemente  erstreckt;  man  hat  nämlich  ausser  dem 
Centrum  der  Perspectivität  zwei  homologe  Ebenen,  durch  deren 
Schnittlinie  man  den  perspectiven  Durchschnitt  beliebig  legen  kann. 
Ebenso  kann  man  zwei  perspective  centrische  Figuren,  deren  Scheitel 
verschieden  sind,  stets  zu  homologen  Theilen  von  collinear-perspectivcn 
Figuren  mit  beliebigen  Elementen  machen. 

Im  Anschluss  an  diese  Bemerkung  kann  nunmehr  die  Definition 
der  Collinearität  von  Figuren,  bei  denen  die  homologen  Elemente 
gleichartig  sind,  zu  voller  Allgemeinheit  erhoben  werden.  Zwei 
solche  Figuren  heissen  collinear,  wenn  sie  collinear- perspectiv 
sind,  oder  wenn  man  zwischen  sie  eine  Anzahl  von  Figuren  derart 
einschalten  kann,  dass  nach  der  Einschaltung  je  zwei  aufeinander- 
folgende Figuren  collinear-perspectiv  sind.  Jede  Figur  ist  sich  selbst 
collinear.  Je  zwei  homologe  Theile  von  collinearen  Figuren  sind 
collinear.  Zwei  Figuren  sind  stets  collinear,  wenn  sie  einer  dritten 
collinear  sind.  Die  Begriffe  collinear  und  collinear-perspectiv  sind 
sich  selbst  reeiprok. 

Zwei  Figuren  abede  und  a'b'c'd'e,  die  sich  aus  je  fünf  Funkten 
derart  zusammensetzen,  dass  in  keiner  Figur  vier  Funkte  einer  Ebene 
vorkommen,  sind  collinear.  Wird  nämlich  e  aus  d  auf  die  Ebene 
abc  nach  m,  e  aus  d'  auf  die  Ebene  a'b'c  nach  m  projicirt,  so 
sind  die.  Figuren  ab  cm  und  a'b'c  m  collinear.  Lassen  sich  bei 
dieser  Collineation  den  Punkten  de  die  Punkte  de  zuordnen,  so 
sind  die  Figuren  a'b'c  ds  und  a'b'c'd' e  collinear-perspectiv;  Centrum 
der  Perspectivität  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  dd'  und 
se,  perspectiver  Durchschnitt  die  Ebene  a'b'c.  —  Eine  Collineation 
ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  man  zu  fünf  Punkten,  von  denen 
keine  vier -in  einer  Ebene  liegen,  die  homologen  kennt;  d.  h.  wenn 
die  aus  je  sechs  Punkten  bestehenden  Figuren  abc  de  f  und  abedef 
collinear  sind  und  von  den  Punkten  abede  keine  vier  in  einer 
Ebene  liegen,  so  fällt  f  mit  f  zusammen.  Da  nämlich  die  Strahlen- 
bündel a(bcdef)  und  a(bcdef)  collinear  sind,  so  fallen  die  Strah- 
len af  und  af  zusammen,  ebenso  bf  und  bf,  cf  und  cf,  df  und 
df\  ef  und  ef.  —  Die  reeiproken  Sätze  mögen  nicht  erst  beson- 
ders ausgesprochen  werden. 

Collineare  Gebilde  jeder  Art  nennt  man  auch  projeetiv,  aber 
die  letztere  Benennung  ist  nicht  auf  den  Fall  der  Collineation  be- 
schränkt. Collineare  Figuren,  bei  denen  die  homologen  Elemente 
gleichartig  sind,  haben  alle  graphischen  Eigenschaften  mit  einander 
gemein.  So  werden  z.  B.  die  graphischen  Eigenschaften  einer  Punkt- 
reihe durch  keine  Projection  geändert.  Dass  umgekehrt  zwei  Punkt- 
reihen projeetiv  sind,   die  in  allen  graphischen  Eigenschaften  über- 
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einstimmen,  hai   sich  ichon  in  §  15  ergeben.     [ 

nun  auf  die  allgemeineren   Gebilde.     Zun  tzen  wir  in  « 

Gebilde  zweiter  Stufe  auf  gleichartigen  Elementen  d  i.,,l, 

iiimI  iibcili'  zusammen,   welche   alle   graphischen   Eigensch 
mein  haben  - < >l  1*  1 1 .  wobei  aber  keine  drei  von  den  Elementen 
einem   einförmigen   Gebilde    angehören    dürfen*     Je   zwei    dera 
Elemente  a  und  t,  bestimmen   ein  reeiprokes  ElemenJ  ab  in   r 
Gebilde;  die  Elemente  ab,  ac,  ad,  at   li»'.Lr«'u  in  einem  einforo   _ 
Gebilde,   ebenso  die   Elemente  ab,  at ,  ad,  ae\   da   diese   Gebilde 
alle  graphischen  Eigenschaften  gemein  haben,  so  fallen  at   and  ae 
zusammen,  ebenso  be  und  6e',  >,  and  ces  de  and  de,  also  i   und  «'. 
Setzen  wir  endlich  aus  Punkten  oder  aus  Ebenen  die  Figuren  abt  dt  / 
und  abedef,  welche  wieder  alle  graphischen  EigenscJ 
haben   sollen,    derart  zusammen,    dass   von   ihn  Elementen   abedt 
keine  vier   in   einem  Gebilde   zweiter  Stufe   liegen,    so    fällt  "/'  mit 
af  zusammen,  bf  mit  bf  u.  b.  w.,  folglich  /'  mit  /".    Wird  also  die 
Figur   abedef  aus   sechs    Tunkten    derart    gebildet,    das-    von    den 
Punkten   abedt    keine    vier   in   einer   Ebene   liegen,    und   die   I 
ab'e'd'c'f   aus   sechs   Tunkten    derart,    dass   die    beiden   Figuren    in 
allen  graphischen  Eigenschaften  übereinstimmen,  so  sind  die  Figuren 
collinear.     Mithin  gilt  der  Satz: 

Eine   Besiehung,    vermöge  deren  jedem   Punkte   ein    bestimm 
Punkt  derart  zugeordnet  wird,  dass  je  awei  homohgt    l  <dli 

graphischen  Eigenschaften  gemein  haben,  ist  eint  CoümeaÜ 

Eine  solche  Beziehung  ist  die  Cougruenz.  Mit  Hülfe  zweier 
congruenten  Figivren,  die  aus  je  drei  nicht  in  gerader  Linie  gele- 
genen eigentlichen  Punkten  bestehen,  kann  man  eine  Beziehung 
herstellen,  welche  sich  auf  alle  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  er- 
streckt; dabei  sind  je  zwei  homologe  Figuren  congruent  und  stimmen 
in  allen  graphischen  Eigenschaften  überein.  Congruente  Figuren 
können  immer  als  homologe  Theile  derartiger  Figuren  aufsfefasst 
werden.     Hieraus  folgt : 

Congruente  Figuren  sind  collinear.  — 

Weil  die  graphischen  Eigenschaften  einer  Planfigur  durch  Pro- 
jektion auf  eine  andere  Ebene,  mithin  überhaupt  durch  Oebergang 
zu  einer  collinearen  Planfigur  nicht  geändert  werden,  so  durfte  man 
zunächst,  die  graphischen  Eigenschaften  der  Planfiguren  projeetive, 
d.  i.  bei  der  Protection  sieh  übertragende  nennen.  Nun  ist  bereits 
erwähnt  worden,  dass  mau  collineare  Gebilde  jeder  Art  auch  pro- 
jeetiv  nennt.  In  entsprechender  Weise  hat  man  die  Benennung 
projeetive  Eigenschaften   ausgedehnt,   indem   mau    sie   für  die 
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graphischen  Eigenschaften  beliebiger  Figuren  einführte.  Die  Geo- 
metrie der  Lage  heisst  in  Folge  dessen  auch  die  Lehre  von  den 
projectiven  Eigenschaften  der  Figuren  oder  die  projec- 
tive  Geometrie. 


§  18.    Reciproke  Figuren. 

Der  Name  Projectivität  wird,  wie  schon  erwähnt,  nicht  bloss 
auf  die  collinearen  Beziehungen  angewendet.  Um  auch  die  übrigen 
hierher  gehörigen  Beziehungen  kennen  zu  lernen,  kann  man  fol- 
genden Ausgangspunkt  wählen. 

Es  seien  efg  drei  Geraden,  von  denen  keine  zwei  einander  be- 
gegnen. Die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen,  welche  irgend  einen 
Punkt  der  e  mit  f  und  g  verbinden,  begegnet  gleichzeitig  den  drei 
gegebenen  Linien;  durch  jeden  Punkt  einer  der  gegebenen  Linien 
kann  man  eine  solche  Gerade  ziehen,  und  zwar  nur  eine;  zwei 
solche  Geraden  können  einander  nicht  begegnen.  Wenn  nun  die 
Geraden  ihhn  die  Linie  e  in  abcd,  f  in  ab' cd',  g  in  a"b"c"d" 
schneiden,  so  liegen  z.  B.  die  Punktreihen  ab  cd  und  ab' cd'  zum 
Ebenenbüschel  g(iklm)  perspectiv,  und  es  sind  daher  abcd,  ab' cd', 
a"b"c"d"  projective  Gebilde. 

Umgekehrt:  Werden  auf  den  Trägern  e  und  f}  die  sich  nicht 
schneiden,  projective  Punktreihen  ab  cd  und  ab' cd'  angenommen, 
so  wird  jede  Gerade  g,  die  von  den  Linien  aa,  bb',  cd  getroffen 
wird,  auch  von  dd'  getroffen.  Denn  von  den  Geraden  aa',  bb', 
cc,  dd'  können  keine  zwei  einander  treffen,  mithin  auch  keine  zwei 
von  den  Geraden  efg\  durch  d  kann  man  also  eine  Gerade  m  ziehen, 
welche  /'  und  g  schneidet,  etwa  /"in  D\  die  Punktreihen  ab'  c  d' 
und  a'b'c'D  sind  projectiv  zu  ab  cd,  folglich  d'  mit  D,  dd'  mit  m 
identisch,  dd'  und  g  in  einer  Ebene.  —  Wenn  also  die  drei  Ge- 
raden efg,  von  denen  keine  zwei  sich  schneiden,  von  den  vier 
Geraden  iklm  getroffen  werden,  so  wird  jede  Gerade,  die  von  ilcl 
geschnitten  wird,  auch  von  m  geschnitten. 

Mittels  zweier  projectiven  Punktreihen,  deren  Träger  e  und  /* 
sich  nicht  schneiden,  werden  wir  nun  jedem  Punkte  N  eine  Ebene 
N'  und  jeder  Ebene  P  einen  Punkt  P'  zuordnen.  Durch  den  Punkt 
N  geht  eine  Gerade  l,  welche  e  und  f  schneidet,  etwa  in  a  und  «; 
bildet  man  aus  Punkten,  welche  vermöge  der  gegebenen  Projecti- 
vität zusammengehören,  die  Paare  aß  und  bcc,  so  ist  die  Ebene 
Nbß  mit  N'  zu  bezeichnen.  Die  Ebene  P  schneide  e  in  c,  f  in  y; 
cd  und  dy  seien  Paare  von  Punkten,  welche  vermöge  der  gege- 
benen Projectivität  zusammengehören;  dann  schneidet  dd  die  Ebene 
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/'  im  Punkte  /' .    Nennen  wir  die  Elemente  A.V    homolog,  • 
PP'.  bo  sind  auch   N'N,  P'P  homolog,    und   jeder  Punki    lief 
der  homologen  Ebene. 

Die  Punktreihen  abcd  und  ßady   sind  projectiv,   mithin   aocfa 
tihnl  und  (<{>y<)\  daher   wird  jede  Gerade,   welche  die  Linien 
l>(i,  <y  schneidet,  auch  von  ,/>)  getroffen.    Die  Gerade  PN'  schnei- 
det  stets  die  Linien  bß  und  cy\  wenn   A   in   /'  liegt,    so  schneiden 
si(li  ausserdem   PN'  und  aaf  mithin  auch   PN'  und  ddt  d.  b.  die 

Ebene    N'    enlliiili    den    Dunfhschnitts] kt    /''   <\<r    Ebene  P  und   der 

Geraden  dö.  Es  dreht  Bich  also  die  Ebene  A"  um  den  Punki  /' 
während  N  in  I'  variirt.  Läset  man  demnach  dm  Punki  A'  eine 
Gerade  h  durchlaufen,  s<>  dreht  sich  dir  Ebene  N'  um  eine  be- 
stimmte Gerade  A',  und  sii  lange  die  Ebene  /'  durchs  geht,  I"- 
sich  der  Punkt  P'  auf  //'.  Die  Geraden  hh'  oder  h'h  heissen  homo- 
loo-.  Ein  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  seiner  Ebene  homolog  ist, 
besteht  nur  aus  sicli  selbst  homologen  Geraden.  Eine  Gerade,  die 
in  keinem  derartigen  Büschel  vorkommt,  ist,  von  ihrer  homologen 
stets  verschieden  und  bat  mil  ihr  keinen  Punki  gemein.  Jede  Ge- 
rade, welche  zwei  homologe  (verschiedene  |  Geraden  schneidet,  ist 
sich  selbst  homolog-,  jede  sich  selbst  homologe  Gerade,  welche  die 
eine  von  zwei  homologen  Geraden  schneidet,  schneidet  auch  die 
andere. 

Von  den  Paaren,  welche  mittels  dieser  auf  alle  Tunkte,  <;.• 
raden  und  Ebenen  sich  erstreckenden  Zuordnung  zusammeng 
werden  können,  sagt  man,  dass  sie  ein  Nullsystem  bilden.  Den 
Punkten  pqrs  einer  Geraden  h  entsprechen  die  Ebenen  p'q  r's' 
durch  die  homologe  Gerade  ti;  die  Gebilde  pqrs  und  ) )'q fr's'  sind 
projectiv.  Denn  ist  h  von  li  verschieden,  so  sind  sie  sogar  per- 
spectiv; fällt  aber  h  mit  h'  zusammen,  so  seien  nri  homologe  verschie- 
dene Geraden,  und  es  mögen  die  Ebenen p'gfr's'  von  >?  in  ;>,  qx  r,  .-,. 
von  ri  in  2  Via  >Vs'-2  getroffen  werden;  da  PP\P^  in  gerader  Linie 
liegen,  ebenso  qq^q,,  rr^,  ss{s.,,  so  sind  die  Gebilde  pqrs  und 
lh(lir\s\  projectiv,  überdies  plq]>\sl  und  p'q'rs'  perspectiv.  —  Sind 
daher  u  und  v  sich  selbst  homologe  Geraden,  die  sieh  nicht  sehnei- 
den, und  iJchn  sich  selbst  homologe  Geraden,  die  jene  beiden 
schneiden,  etwa  u  in  ABCJ),  r  in  AlBlClDl)  so  sind  ABCD 
und  AlJilClDl  projectiv;  denn  die  Ebenen  it  i ,  u  k ,  it  l ,  u  m  sind 
den  Punkten  ABCD  zugeordnet  und  gehen  resp.  durch  A{  H  <  / >  . 
—  Zur  Erzeugung  des  Nullsystemes  waren  zwei  sich  selbst  homo- 
loge Geraden  (c  und/'),  die  sich  nicht  schneiden,  und  drei  sieh 
selbst  homologe  Geraden  (z.  T>.  ojS,  l><c*  cd),  die  jene  beiden  schnei- 
den, gegeben.     Wir  sehen  jetzt,   dass  diese  Bestimmungsstücke  be- 
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liebig  gewählt  werden  dürfen,  und  dass  sie  nur  ein  einziges  Null- 
system liefern.  • 

Aach  die  Strahlenbüschel  EFGH  und  E'F'G'H'  sind  pro- 
jectiv, wenn  sie  homolog  sind;  wählt  man  nämlich  an  der  Ebene 
EF,  aber  nicht  am  Punkte  EF,  die  Gerade  h  beliebig  und  nennt 
h'  die  homologe,  so  dass  7^'  durch  den  Punkt  E' F'  geht,  ohne  in 
die  Ebene  E'F'  zu  fallen,  so  ist  die  Punktreihe  h(EFGH)  zum 
Ebenen büschel  h'(E'  F'G'H')  projectiv.  Es  sind  demnach  je  zwei 
homologe  einförmige  Gebilde  projectiv.  Elementen,  welche  anein- 
anderliegen,  sind  aneinanderliegende  zugeordnet,  getrennten  Paaren 
getrennte.  Wenn  also  eine  Figur  irgend  eine  graphische  Eigen- 
schaft besitzt,  so  kommt  der  homologen  Figur  die  reciproke  Eigen- 
schaft zu. 

Daraus  folgt  aber  ohne  Einschränkung,  dass  zu  jeder  aus 
Punkten,  Geraden  und  Ebenen  beliebig  zusammengesetzten  Figur  A 
eine  andere  aus  den  reciproken  Elementen  bestehende  Figur  A'  exi- 
stirt ,  die  von  allen  graphischen  Eigenschaften  der  Figur  A  die  reci- 
proken besitzt  und  sonst  keine.  Bezeichnen  wir  daher  mit  a  und  ß 
graphische  Eigenschaften  einer  Figur,  mit  a  und  ß'  die  reciproken 
Eigenschaften,  welche  natürlich  die  reciproken  Elemente  voraus- 
setzen, und  nehmen  wir  an,  dass  die  Eigenschaft  a  stets  die  Eigen- 
schaft ß  nach  sich  zieht,  so  hat  auch  a  stets  ß'  zur  Folge;  denn 
wenn  man  von  einer  Figur  A  mit  der  Eigenschaft  a  mittels  eines 
Nullsystemes  zur  Figur  Ä  übergeht,  so  besitzt  .A'  die  Eigenschaft« 
und  mithin  auch  ß,  und  folglich  kommt  der  Figur  A  die  Eigen- 
schaft ß'  zu. 

Damit  ist  nun  das  Gesetz  der  Dualität  zwischen 
Punkt  und  Ebene  ohne  jeden  Vorbehalt  erwiesen,  in 
Folge  dessen  auch  die  beiden  anderen  Dualitätsgesetze 
der  projectiven  Geometrie.  Es  stand  zwar  schon  fest,  dass 
die  drei  Arten  der  Reciprocität  für  alle  Folgerungen  aus  den  bisher 
aufgeführten  Stammsätzen  gültig  sind;  wir  sehen  aber  jetzt,  dass 
diese  Gesetze  in  der  projectiven  Geometrie  allgemeine  Anwendung 
finden  müssen,  gleichviel  ob  sich  noch  weitere  Stammsätze  mögen 
angeben  lassen  oder  nicht.  — 

Wenn  man  ein  Nullsystem  mit  einer  (auf  alle  Elemente  aus- 
dehnbaren) Collineation  derart  verbindet,  dass  man  zu  jedem  Ele- 
mente erst  das  homologe  im  Nullsystem  und  dann  zu  diesem  das 
homologe  in  der  Collineation  bestimmt,  so  erhält  man  eine  soge- 
nannte reciproke  oder  duale  Beziehung.  Dabei  wird  jedem 
Punkte  eine  Ebene,  jeder  Geraden  eine  Gerade  und  jeder  Ebene 
ein   Punkt   zugeordnet.     Zwei   Figuren,   welche    vermöge   einer   sol- 
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ilicii  Beziehung  homolog  Bind,  he  iprok  oder  dual;  zu 

projectivcn  Kigenschal'l    der  einen  Figur   i-t    die  I 1  (Ciproke   1. 

bei   der  andern   vorhanden,         Zwei  1 

reciprok  sind,  haben  alle  projectwen  Eigenschaften  gemein.  Wenn 
von  fünf  Punkten  abcde  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen  und  von 
fünf  Punkten  a'b'cd'<  k'-in«-  vier  einen  Punkt  gemein  haben,  so 
sind  die  Figuren  abcdc  und  a'b'c'd'e'  stete  reciprok,  und  zwar 
giebt  es  nur  eine  einzige  Reciprocität,  bei  der  sie  als  homologe 
Figuren  auftreten.  Sind  nämlich  ABCDE  die  homologen  Ebenen 
zu  abcdc  in  irgend  einem  Nullsystem  ,  so  Bind  die  Figuren  A  IW l>  i. 
und  a'b'dd'e'  collinear,  folglich  abcdc  und  a'b'dd'e'  reciprok.  I-; 
ferner  /'  ein  beliebiger  Punkt,  so  kann  man  nicht  zwei  verschiedene 
Ebenen  /"  und  f"  so  bestimmen,  dass  a'b'c'd'e'f  und  a'b'tfd'e'f" 
reciprok  zu  abcdcf  werden,  weil  die  Figuren  a'b'c'd'e'f  und 
a'b'c'd'e'f"  alle  graphischen  Eigenschaften  gemein  haben  mfisf 

Das  Nullsystem  ist  ein  besonderer  Fall  der  Reciprocität.  \Y<i<n 
eine  reeiprohe  Beziehung  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Punkt  in  der 
homologen  Ebene  liegt,  so  entsteht  ein  Nullsystem.  Nimmt  man  näm- 
lich zu  irgend  einem  Punkte  a  die  homologe  Ebene  «',  welche  durch 
a  geht,  und  zieht  durch  a  nach  irgend  einem  andern  Punkte  //  der 
Ebene  a  die  Gerade  g  beliebig,  so  liegt  auch  die  homologe  Grerade 
g  in  «';  die  homologe  Ebene  zum  Punkte  b  enthält  b  und  g' .  iai 
aber  von  d  verschieden;  folglich  liegt  b  in  g',  d.  h.  g  fällt  mit  g' 
zusammen,  jede  Gerade  in  d  durch  a  ist  sich  selbst  homolog,  a 
der  homologe  Punkt  zu  d .  Man  kann  also  je  zwei  homologe  Ele- 
mente mit  einander  vertauschen.  Sind  nun  u  und  v  sich  selbst 
homologe  Geraden,  die  keinen  Punkt  gemein  haben,  ikl  .  .  .  sich 
selbst  homologe  Geraden,  die  u  und  v  schneiden,  so  werden  durch 
die  letzteren  projeetive  Punktreihen  auf  den  beiden  ersteren  erzeugt, 
da  das  Ebenenbüschel  u{ihl  .  .  .)  der  Punktreihe  u(ihl  .  .  .)  pro- 
jeetiv  und  der  Punktreihe  v(ikl  .  .  .)  perspectiv  ist;  und  so  gelangt 
man  zu  den  oben  für  das  Nullsystem   angegebenen  Coustructio neu. 

Wenn  man  bei  einer  Reciprocität  die  homologen  Elemente  mit 
einander  vertauschen  kann,  so  heisst  die  homologe  Ebene  eines 
Punktes  seine  Polare,  der  homologe  Punkt  einer  Ebene  ihr  Pol, 
die  homologe  Gerade  einer  Geraden  ebenfalls  deren  Polare,  je 
zwei  homologe  Figuren  polar  reciprok,  die  Beziehung  eine  Po- 
larreciprocität.  Von  den  Paaren,  welche  mittels  einer  solchen 
Beziehung  entstehen,  sagt  man,  dass  sie  ein  Polarsystem  bilden. 
Das  Nullsystem  gehört  zu  den  Polarsystemen;  ein  Polarsystem,  hei 
welchem  nicht  jeder  Punkt  in  seiner  Polare  liegt,  heisst  ein  ge- 
wöhnliches Polarsystem.  — 
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Einen  beliebig  gegebenen  Funkt  0  und  eine  beliebig  gegebene 
Ebene  P  kann  man  zu  homologen  Elementen  einer  dualen  Beziehung 
machen.  Dadurch  wird  jeder  durch  0  gehenden  Ebene  ein  in  P 
gelegener  Punkt,  jeder  durch  0  gehenden  Geraden  eine  in  P  ge- 
legene Gerade  zugeordnet,  und  umgekehrt;  man  erhält  eine  reciproke 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Gebilden  zweiter  Stufe.  Um  die 
durch  den  Punkt  0  gehenden  Ebenen  und  Geraden  auf  die  Punkte 
und  Geraden  der  Ebene  P  reciprok  zu  beziehen,  kann  man  zu  vier 
an  0  liegenden  Ebenen,  von  denen  keine  drei  durch  eine  Gerade 
gehen,  die  homologen  Punkte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Ge- 
raden liegen  dürfen,  oder  zu  vier  an  0  liegenden  Geraden,  von  denen 
keine  drei  einer  Ebene  angehören,  die  homologen  Geraden,  von 
denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen  dürfen,  beliebig  wählen, 
und  zwar  ist  durch  solche  vier  Paare  die  Zuordnung  vollkommen 
bestimmt. —  Bei  den  Gebilden  zweiter  Stufe  giebt  es  aber 
noch  zwei  andere  Zuordnungsarten,  welche,  man  duale 
oder  reciproke  nennt.  Geht  man  von  einer  ebenen  Figur  zu 
einer  reciproken  centrischen,  von  dieser  zu  einer  collinearen  ebenen 
über,  so  heissen  die  beiden  Planfiguren  dual  oder  reciprok;  dabei 
ist  jedem  Punkte  der  einen  eine  Gerade  der  andern  zugeordnet.  Um 
zwischen  zwei  Ebenen  eine  solche  Beziehung  herzustellen,  kann 
man  zu  vier  Punkten  der  einen,  von  denen  keine  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  die  homologen  Geraden  beliebig  wählen,  jedoch  so, 
dass  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen;  vier  solche  Paare  bestim- 
men die  ganze  Beziehung.  Geht  man  von  einer  centrischen  Figur 
zu  einer  reciproken  ebenen,  von  dieser  zu  einer  collinearen  centri- 
schen über,  so  heissen  die  beiden  centrischen  Figuren  dual  oder 
reciprok;  jeder  Geraden  der  einen  entspricht  eine  Ebene  der  andern. 
Ordnet  man  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden,  von  denen 
keine  drei  in  einer  Ebene  liegen,  vier  ebenfalls  durch  einen  Punkt 
gehende  Ebenen  zu,  von  denen  keine  drei  eine  Gerade  gemein 
haben,  so  wird  dadurch  eine  und  nur  eine  duale  Zuordnung  centri- 
scher  Figuren  bewirkt. 

Pieciproke  einförmige  Gebilde  sind  projectiv;  umgekehrt  können 
zwei  projective  einförmige  Gebilde  auch  reciprok  genannt  werden, 
ausgenommen  den  Fall  zweier  Punktreihen  oder  zweier  Ebenen- 
büschel. Dass  die  homologen  einförmigen  Gebilde  projectiv  sind, 
ist  eine  Eigenschaft,  welche  die  reciproken  Figuren  mit  den  colli- 
nearen gemein  habeu.  Man  nennt  aus  diesem  Grunde  auch  je 
zwei  reciproke  Figuren  projectiv.  Aber  mit  derCollineation  und 
der  Recijn-ocität  sind  alle  Zuordnungsarten  erschöpft,  bei  denen  jedem 
einförmigen  Gebilde  ein  projectives  einförmiges  Gebilde  entspricht. 


§  10.    CoDgraente  Figuren  1  }•» 

[Jeber  die  reciproken  Gebilde  z 
zu  bemerken.    Duale  Planfiguren  kann  man  in  dei 
nehmen;   wenn  alsdann  die  homologen  Elemente 
so  heisst  die  homologe  Linie  eines  Pon  •   l'-^lar«-,  der  homo- 

loge Punkt  einer  Linie  ihr  Pol.     Duale  centri  goren  können 

an  demselben  Scheitel  Liegen;  wenn  alsdann  die  homologen  Ele- 
mente vertauschbar  sind,  so  heisst  jedes  Element  die  Polare 
homologen.  So  oft  überhaupt  dual»;  Gebilde  zweiter  Stufe  aufein- 
anderliegen  (an  einerlei  Ebene  oder  an  einerlei  Scheitel)  und  die 
homologen  Elemente  vertauschbar  sind,  nennt  mau  je  zwei  homo- 
loge Figuren  polarreciprok,  die  Beziehung  eine  Polarrecipro- 
cität,  und  von  den  Paaren,  welche  dureh  eine  solche  Beziehung 
entstehen,  sagt  mau,  dass  sie  ein  (ebenes  oder  centrisches)  Polar- 
system bilden. 

Schliesslich  führen  wir  einige  .Sätze  an,  welche  für  alle  Arten 
von  Keciprocität  und  Collineation  gelten: 

Wenn  die  eine  von  zwei  reciproken  Figuren  <>'"  gewk 
tive  Eigenschaft  besitzt,  so  hat  die  andere  die  reeiproke  Eigenschaft. 

'Zwei  Figuren,  die  einer  dritten  reci/prok  sind,  sind  collinear. 

Eine  Figur,  die  zu  der  einen  von  ewei  coUinearen  Figur< 
profe  ist,  ist  es  auch  zur  andern. 

Zwei  Figuren,  die  m  einer  dritten  projeetiv  sind,  sind  projeetiv. 

§  19.    kongruente  Figuren  in  der  eigentlichen  Ebene. 

In  §  17  war  die  Congruenz  als  eine  besondere  Collineation  er- 
kannt worden.  Es  soll  nun  eine  Eigentümlichkeit  hergeleitet  wer- 
den, durch  welche  sich  die  Congruenz  von  andern  Collineationeu 
unterscheidet.  Dabei  wird  sich  Gelegenheit  bieten,  von  den  vor- 
stehenden Erörterungen  über  die  Keciprocität  Gebrauch  zu  macheu. 
Zuvor  jedoch  ist  es  nöthig,  die  Congruenz  in  der  eigentlichen  Ebene 
zu  betrachten. 

Dass  congruente  Figuren  alle  Eigenschaften,  welche  sich  nur 
auf  das  Aueinanderliegen  der  Elemente  und  die  Anordnung  von 
eigentlichen  Punkten  in  Geraden  beziehen,  und  mithin  insbesondere 
alle  graphischen  Eigenschaften  gemein  haben,  ist  schon  in  §  14 
(Seite  112  und  114)  hervorgehoben  worden.  22s  haben  aber  congruente 
Figuren  überhaupt  alle  Eigenschaften  gemein,  welche  sielt  mit  den 
bisher  eingeführten  Begriffen  defuiireu  lassen.  Denn  diese  Begriffe 
umfassen  ausser  dem  Aneinanderliegen  der  Elemente  und  der  An- 
ordnung von  eigentlichen  Punkten  in  Geraden  nur  noch  den  der 
Congruenz;  so  oft  aber  in  der  einen  von  zwei  congruenten  Figuren 

Vasch,  Vorlesungen.  10 
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congruente  Theile  vorkommen,  sind  auch  die  homologen  Theile  der 
andern  Figur  congruent  (§  14  Seite  115). 

Congruente  (aber  verschiedene)  Punktreihen,  welche  auf  einer 
und  derselben  eigentlichen  Geraden  f  liegen,  haben  niemals  mehr 
als  einen  eigentlichen  Punkt  entsprechend  gemein  (§  14  Seite  115). 
Ist  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  b  vorhanden,  so  ist  die  Beziehung 

involutorisch  und  durch  den  Punkt  b  be- 
~~*       ?        *  ~  n      stimmt;    denn    nimmt    man    auf  f  den 

eigentlichen  Punkt  a  beliebig  und  nennt 
c  den  homologen  Punkt,  so  sind  die  Paare  ba  und  bc  congruent, 
a  und  c  auf  verschiedenen  Seiten  von  b  gelegen,  folglich  für  c  nur 
eine  einzige  Lage  möglich,  und  der  homologe  Punkt  zu  c  ist  a. 
Umgekehrt:  Ist  die  Beziehung  involutorisch,  so  existirt  ein  eigent- 
licher Doppelpunkt  b;  denn  sind  a  und  c  homologe  eigentliche 
Punkte,  b  die  Mitte  der  Strecke  ac,  b'  der  homologe  Punkt,  also 
acb  und  cab'  congruent,  so  ist  b'  die  Mitte  der  Strecke  ca  und 
folglich  mit  b  identisch.  Je  zwei  in  dieser  Weise  auf  einander  Ge- 
zogene Punktreihen  einer  eigentlichen  Geraden  heissen  invers  con- 
gruent. Sie  besitzen  ausser  dem  eigentlichen  Doppelpunkte  b  noch 
einen  uneigentlichen  Doppelpunkt  ß  (vergl.  §  14  Seite  117),  welcher 
auf  der  Geraden  f  durch  b  völlig  bestimmt  wird;  wir  wollen  ß  den 
mit  b  verknüpften*)  Punkt  der  Geraden  f  nennen.  Der  Mittel- 
punkt einer  Strecke  ac  wird  allemal  durch  ihre  Endpunkte  von 
dem  mit  der  Mitte  verknüpften  Punkte  der  Geraden  ac  harmonisch 
getrennt. 

Liegen  zwei  congruente  Punktreihen  auf  einer  und  derselben 
eigentlichen  Geraden  f,  ohne  einen  eigentlichen  Punkt  entsprechend 
gemein  zu  haben,  so  sind  sie  nicht  involutorisch  und  heissen  dir e et 
congruent.  Ist  dann  dem  eigentlichen  Punkte  a  der  Punkt  b, 
diesem  der  Punkt  c  zugeordnet  und  ß  der  mit  b  verknüpfte  Punkt 
der  f,  so  sind  a,  b,  c  von  einander  verschieden,  ab  und  bc  con- 
gruent, b  die  Mitte  der  Strecke  ac,  acbß  harmonisch,  und  es  kann 
also  der  am  Schluss  des  §  16  bewiesene  Satz  auf  die  Paare  bß  an- 
gewendet werden.  Der  Punkt  ß  ist  danach  entweder  für  alle  Lagen 
von  b  derselbe,  oder  er  verändert  sich  immer  mit  b.  Im  ersten 
Falle  nennen  wir  ß  den  absoluten**)  Punkt  der  Geraden  f\  im 
zweiten  Falle  bilden  die  Paare  bß  eine  Involution,  welche  die  ab- 
solute Involution   auf  der  Geraden  f  genannt  werden  soll.   — 


*)  Vgl.  Reye,  Crelle's  Journal  Bd.  82  S.  174. 

**)  Das  Prädicat  „absolut"  wird  hier  und  im  Folgenden  in  dem  von  Cay- 
ley,  Phil.  Trans.  Vol.  149  (1859),  eingeführten  Sinne  gebraucht. 
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Zwei  identische  Punktreihen  auf  /  sind  einandei  rneni  und 

zwar  zu  den  direct  congruenten  zn  rechnen. 

Heim  [Jebergange  von  einer  Figur  zu  einer  conj 
je  zwei  verknüpfte  Punkte  der  Geraden  /  in  verknüpfte  Punkt 
entsprechenden  Geraden  über.    Wenn  daher  /  einen  absoluten  Punkt 
besitzt,  so  gilt  dies  auch   von  jeder  andern  eigentlichen  Geraden. 

Ks    sind    dann     auf    jeder    eigentlichen     Geraden     alle     eigentlichen 

Punkte  mit  dem  absoluten  Punkte  der  Geraden  verknüpft;   die  Be 
ziehung    zwischen    zwei    direct    congruenten    Punktreihen    aui 

eigentlichen  Geraden  ist  nach  der  in  §   16  eingeführten  Ausdruck-- 
weise   eine  Aequivalenz,    welche  den    absoluten    Punkt   zum    Gl 
punkte  hat;  je  zwei  direct  congruentu  Punktpaare  der  eigentlichen 

Geraden  sind  für  deren  absoluten  Punkt  äquivalent.  Wenn  aber  / 
eine  absolute  Involution  besitzt,  so  erhält  man  auch  auf  jeder 
andern  eigentlichen  Geraden  eine  absolute  Involution. 

Hiernach  giebt  es  entweder  auf  jeder  eigentlichen  Geraden  einen 
absoluten  Punkt  oder  auf  jeder  eigentlichen  Geraden  eine  absolute 
Involution.  Nimmt  man  das  erstere  an,  so  erhält  man  die  Eukli- 
dische Geometrie;  die  letztere  Annahme  hingegen  führt  zu 
Nichteuklidischer  Geometrie.  Welche  Annahme  der  "Wirk- 
lichkeit entspricht,  werden  wir  hier  unentschieden  lassen;  aus  den 
der  bisherigen  Entwickelung  zu  Grunde  gelegten  Thatsachen  geht 
eine  Entscheidung  der  Frage  nicht  hervor.  — 

Congruente  (aber  verschiedene)  Figuren  in  einer  eigentlichen 
Ebene  E  haben  niemals  drei  eigentliche  Punkte,  die  nicht  in  ge- 
rader Linie  liegen,  entsprechend  gemein  (§  14  Seite  115).  Wem 
zwei  eigentliche  Punkte  a,  b  sich  selbst  entsprechen  sollen,  so  m 
alle  Punkte  der  Verbindungslinie  f  von  a  und  b  sicJi  selbst  entspre- 
chen, die  Besiehung  wird  durch  die  eigentliche  Gerade  f  v">llig  be- 
stimmt, und  je  zivei  homologe  Punkte  sind  vertauschbar.   Denn  nimmt 

man  in  der  Ebene  E  den  eigentlichen 
Punk  c  ausserhalb  der  /'  beliebig  und  nennt 
d  den  homologen  Punkt,  so  sollen  in  der 
Ebene  E  die  Figuren  abc  und  abd  con- 
gruent  sein,  d  ist  also  nach  dem  IX.  Grund- 
satz in  §  13  bestimmt,  und  zwar  müssen  - 
und  d  auf  verschiedenen  Seiten  der/' liegen;  der  eigentliche  Punkt  y, 
in  welchem  die  Geraden  /'  und  cd  sich  treffen,  entspricht  sich  selbst, 
ebenso  die  Gerade  cd,  die  auf  cd  entstehenden  congruenten  Punkt- 
reihen haben  den  Doppelpunkt  y,  liegen  mithin  involutorisch,  und 
es  sind  also  auch  de  homolog.  —  Die  beiden  Figuren  haben  noch 
einen  uneigentlichen  Punkt  F  ausserhalb  der  /',  nämlich  den  auf  cd 

10* 
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mit  y  verknüpften  Punkt,  aber  sonst  keinen  ausserhalb  der  f  gele- 
genen Punkt  (§  17)  entsprechend  gemein.  Der  Punkt  F  heisst  der 
absolute  Pol  der  Geraden  /'in  der  Ebene  E  und  ist  mit  jedem 
eigentlichen  Punkte  d  der  /'  verknüpft;  denn  bei  der  vorhin  betrach- 
teten Congruenz  entspricht  die  Gerade  öF  sich  selbst,  und  es  liegen 
auf  ihr  congruente  Punktreihen  mit  den  Doppelpunkten  d  und  F. 

Eine  Congruenz  dieser  Art  entsteht,  wenn  man  auf  zwei  durch 
einen  eigentlichen  Punkte  gezogenen  Strahlen  5,  c  von  S  aus  con- 
gruente  Strecken  SP,   SQ  aufträgt. 
Nach  dem  V.  Grundsatze  in  §  13  sind 
die   Figuren    PSQ    und   QSP    con- 
gruent;  dabei   entspricht   die  Gerade 
PQ    sich    selbst,    ebenso    die    Mitte 
der     Strecke     PQ,     überhaupt     alle 
Punkte   des  Strahls  /',   welcher   diese 
Mitte  mit  S   verbindet.  —   Auch  b   und  c,   c  und  b   sind   homolog; 
folglich  sind  die  Figuren  bc  und  cb   congruent.  —   Wenn  insbeson- 
dere c  einen  absoluten  Pol  B  von  b  enthält,  so  kann 
man   einen   Punkt  C  so   angeben,    dass    die  Figuren 
bcB  und  cbC  congruent  werden;  es  liegt  dann  C  in  b 
und  ist  der  absolute  Pol  von  c  in  der  Ebene  bc;  die 
Beziehung  zwischen   den  Strahlen   b   und   c  ist   also 
130  '  gegenseitig,  die  Strahlen  werden  auf  einander  senk- 

recht genannt.  In  jedem  Strahlenbüschel  mit  eigentlichem  Scheitel 
steht  jeder  Strahl  auf  einem  und  nur  einem  Strahle  des  Büschels 
senkrecht,  und  diese  beiden  Strahlen  sind  von  einander  verschieden. 
Aus  jedem  eigentlichen  Punkte  kann  man  nach  jeder  nicht  an  ihm 
gelegenen  eigentlichen  Geraden  eine  und  nur  eine  Senkrechte  ziehen. 

Ausserdem  bieten  sich  hier  noch  folgende  Sätze  dar. 

1.  Trägt  man  auf  zwei  durch  einen  eigentlichen  Punkt  S  ge- 
zogenen Strahlen  b,  c  von  S  aus  congruente  Strecken  SP,  SQ  und 
auf  den  anderen  Schenkeln  der  Strahlen  b,  c  von  S  aus  congruente 
Strecken  SP',  SQ'  auf,  so  sind  die  Figuren  P'SQ  und  Q' SP 
congruent. 

Beweis:  Da  die  Figuren  SPQ  und  SQP  congruent  sind,  so 
giebt  es  einen  Punkt  Q{  derart,  dass  die  Figuren  P'SPQ  und 
QXSQP  congruent  ausfallen;  Qt  liegt  in  der  Geraden  SQ,  d.  i.  c, 
aber  nicht  im  Schenkel  SQ.  Die  Strecken  SQt  und  SP'  sind  con- 
gruent, folglich  auch  SQ1  und  SQ',  Qx  mit  Q'  identisch,  P'SPQ 
und  Q'SQP  congruent. 

2.  Liegen  in  einer  Ebene  die  eigentlichen  Punkte  AB  CD  der- 
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art,  <lass  die  Strecken  AC  and   AD  eongrueni   rind  !■' 

iiml   /''/>,  so  sind  die  Figuren   ABCD  and  .\HI><  nt. 

I'.rw ri- :  Sollten  ACD  in  eine  1 1  dien 

£  iim*1  zugleich  auch  B<  D,  w  kann  .1  rieh  sieht 

von    B   unterscheiden.     Ich    nehme    daher   an, 
Ä  ^-^"'^      dass  ptwa  ACD  oichl  in  gerader  Linie  liegen; 

dann  sind  die  Figuren  4(72)  and  42)< 
gruent,  and  ich  kann  in  der  Bbene  4<  /> 
Punkt  //,  so  wählen,  dass  die  Figuren  AB(  J> 
und  ABXDC  congruent  ausfallen.  Liegen  A  und  B  auf  derselben 
Seite  von  CD,  so  gilt  dies  auch  vou  A  und  />', ,  und  umgekehrt; 
folglich  liegen  />'  und  Jö,  nicht  auf  verschi^k-iR-n  S •_- i t «_•  1 1  von  (  J> 
Da  nun  BCD  und  BDG',  //CD  und  BtDCt  folglich  ///".'  und 
BXDC  congruent  sind,  so  ist  B{  mit  I>  identisch. 

3«  Liegen  die  eigentlichen  Punkte  ABC  beliebig  und  die 
eigentlichen  Punkte  A'B'C  derart,  dass  die  .Strecken  AB,  A(  '. 
BC  resp.  den  Strecken  A'B'}  A'C,  B'C  congruent  sind,  so  sind 
die  Figuren  ABC  und  A'B'C  congruent. 

Beweis:  In  einer  durch  ABC  gelegten  Ebene  kann  ich  den 
Punkt  I)  so  wählen,  dass  ABB  und  A'B'C  congruent  werden. 
Es  sind  dann  AC  und  AD,  BC  und  BD  congruent,  folglich  nach 
dem  vorigen  Satze  ABC  und  ABD. 

4.  Wenn  in  einer  eigentlichen  Ebene  E  zwei  congruente  Fi- 
guren derart  liegen,  dass  zwei  eigentliche  Punkte  PP'  einander  in 
beiderlei  Siun  entsprechen,  und  dass  sich  zwei  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Geraden  PP'  gelegene  homologe  eigentliche  Punkte  QQ 
vorfinden,  so  ist  die  Mitte  £  der  Strecke  PP  und  jeder  in  der 
Ebene  E  durch  8  gezogene  Strahl   sich   selbst   zugeordnet,   und  je 

zwei    homologe    eigentliche    Punkte    liegen 
(l\  /  auf  verschiedenen  Seiten  von  8, 

^ßf  Beweis:    Zunächst  entspricht   der  Strahl 

,  PP'  sich  selbst,  auf  ihm  liegen  zwei  invers 

i      — S/L 4 congruente   Punktreihen    mit    dem    Doppel- 
punkte S,  die   Strecken  SP  und  SP'   sind 
/Jfc  congruent.  Auf  irgend  einem  andern  Strahle 

/  "<t  des  Büschels  S  in  der  Ebene  E  mache  man 

...     *  von  S   aus    die  Strecken  S I!   und   S  /<'     mit 

Fig.  53. 

SP  und  SP'  congruent.  indem  man  etwa 
li  mit  Q,  also  K  mit  Q'  auf  einerlei  Seite  von  PP'  annimmt,  und 
nenne  Iv,  den  homologen  Punkt  zu  J\.  Nach  Satz  1.  sind  V  s  R 
und  B'SP  congruent,,  folglich  sind  es  auch  P'SB  und  PSB', 
PSRt  und  PSB';    überdies   liegen  Q'  und  jR,,    also    auch  B    und 
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Rt  auf  einerlei  Seite  von  PP'.    Hiernach  fällt  R{  mit  Fi   zusammen, 
R  und  R'  sind  homolog. 

5.  Wenn  in  einer  eigentlichen  Ebene  E  zwei  congruente  Figuren 
derart  liegen,  dass  zwei  eigentliche  Punkte  PP'  einander  in  beiderlei 
Sinn  entsprechen,  uud  dass  sich  zwei  auf  derselben  Seite  der  Ge- 
raden PP'  gelegene  zugeordnete  eigentliche  Punkte  QQ'  vorfinden, 
so  sind  alle  Punkte  der  Geraden  /',  welche  in  der  Ebene  JE  auf  der 

Geraden   PP'    im    Mittelpunkte  S    der 
Strecke  PP'  senkrecht  steht,  sich  selbst 
.  oj  homolog. 

R~  Beweis:  Da  der  Strahl  PP'  und  der 

f       Punkt    S   sich    selbst    entsprechen,    so 

1 —     fällt  auch  der  Strahl  f  mit  dem  honio- 


Q' 


logen  zusammen.    Auf  f  nehme  ich  den 
eigentlichen  Punkt  R,    mit   Q   und    Q' 
auf  einerlei  Seite  von  PP',  und  nenne 
._.    ..  R'   den  homologen  Punkt:    da  R'  mit 

Fig.  54.  O  5 

Q',  also  R  mit  R'  auf  einer  Seite  von 
PP   liegen  muss,  so  fällt  R'  mit  R  zusammen. 

6.    Werden  durch  einen  eigentlichen  Punkt  S  zwei  Strahlen  b 
und  c,  nicht  senkrecht  zu  einander,  gezogen,  so  liegt  im  Büschel  bc 

ein  und  nur  ein  von  c  verschiedener  Strahl 
c,  welcher  congruente  Figuren  bc  und  bc 
ergiebt. 

Beweis:    Ich  nehme   auf  c  den  eigent- 
lichen Punkt  Q   beliebig  (von  S  verschie- 
den).    Sollen   bei   einer  Congruenz  in  der 
Ebene  bc  die  Elemente  b  und  S  sich  selbst 
Fig.  55.  entsprechen,  aber  nicht  c,    so  müssen  auf 

b  entweder  alle  Punkte"  sich  selbst  zuge- 
ordnet oder  eine  inverse  Congruenz  mit  dem  Doppelpunkte  S  an- 
genommen werden.  Ist  im  ersteren  Falle  Q1  der  homologe  Punkt 
zu  Q,  so  geht  die  Gerade  QQ^  durch  den  absoluten  Pol  der  b  in 
der  Ebene  bc,  d.  h.  sie  steht  auf  b  senkrecht  und  ist  also  von  c 
verschieden,  Q±  nicht  in  c  gelegen;  die  hiernach  von  c  verschiedene 
Verbindungslinie  c  der  Punkte  S  und  Qt  ist  mit  c  homolog.  Im 
zweiten  Falle  seien  Q  und  Q2  zugeordnete  Punkte ;  aus  Satz  4.  wird 
man  folgern,  dass  sie  auf  einerlei  Seite  von  &_  liegen  müssen,  also 
Qi  und  Q2  auf  verschiedenen  Seiten.  Macht  man  auf  b  die  Strecken 
SP  und  SP'  congruent,  so  sind  SPQ  und  SP'Q0  congruent,  zu- 
gleich SPQ  und  SPQlf  folglich  SPQX  und  SP'Q2f  SPP'QX  und 
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8P'PQV    Nach  Satz    l.  fallen  daher  die  Strahlen   8Q{    uu 
zusammen,  und  man  erhall  wieder  ''  all  zugeordneten  Strahl 

7.  Winl  bei  einer  Congrnenz  in  einen]  Strahle]  ßl  mit 
eigentlichem  Scheite]  8  der  Strahl  b  rieb  Belbel  zugeordm  I 

auch  der  auf  b  senkrechte  Strahl  ß  de    Bflacheli  ein  Doppelstrahl, 

und   CS   werden   entweder  je  zwei   homologe   Strahlen    durch   bß    har- 
monisch getrennt,  oder  es  entspricht  jeder  StrahJ 

Beweis:  Der  homologe  Strahl  zu/8  ist  senkrecht  zn  b.  also  mit 
ß  identisch.  Ich  nehme  Jiun  im  Büschel  bß  '-inen  dritten  Strahl  e 
und  nenne  c  den  homologen  Strahl.  I  allen  e  und  <■'  zusammen,  so 
gilt  dies  von  allen  »Strahlen;  anderenfalls  gehört  zn  <:'  ein  von  ' 
verschiedener  homologer  Strahl  <l,  welcher  bd  und  &flT,  also  bc  und 
Zn/  congruent  macht  und  mithin  nach  dem  vorigen  Satze  von  c  nicht 
verschieden  sein  kann,  die  Beziehung  ist  also  involntorisch  und  hat 
die  beiden  Doppelstrahlen  bß. 

Zwei  congruente  (aber  verschiedene)  Strahlenbüschel  in  einer 
Ebene,  welche  einen  und  denselben  eigentlichen  Punkt  zum  Scheitel 
haben,  heissen  invers  congruent,  wenn  Doppelstrahlen  vor- 
kommen, anderenfalls  direct  congruent.  Zwei  identische  Strah- 
lenbüschel sind  allemal  zu  den  direct  oongruenten  zu  rechnen. 

Invers  congruente  Büschel  liegen  in  Involution  und  haben  zwei 
auf  einander  senkrechte  Doppelstrahlen,  die  Beziehung  ist  durch 
einen  Doppelstrahl  bestimmt;  nach  Satz  4.  ist  auf  dem  einen  Doppel- 
strahl jeder  Punkt  sich  selbst  homolog,  während  auf  dem  andern 
invers  congruente  Punktreihen  liegen;  nach  §  16  (Seite  131)  wird 
kein  Paar  homologer  Strahlen  durch  ein  anderes  getrennt. 

8.  Wird  durch  den  eigentlichen  Punkt  S  irgend  eine  Ebene  E 

angenommen,  so  liegen  die  in  der  Ebene 
E  mit  S  verknüpften  Punkte  auf  einer 
Geraden. 

Beweis:  In  der  Ebene  E  lege  ich  durch 
S  zwei  senkrechte  Strahlen  ««,  einen  be- 
liebigen dritten  Strahl  b  und  zu  aab  den 
vierten  harmonischen  Strahl  c,  so  dass  ab 
und  ac  congruent  werden.  Sind  alcc[  c^c, 
die  resp.  auf  aabc  mit  S  verknüpften  Punkte,  so  sind  «ja,  die  ab- 
soluten Pole  resp.  von  aa  in  der  Ebene  E.  Ich  stelle  nun  in  der 
Ebene  E  eine  Congruenz  auf,  bei  welcher  alle  Punkte  der  n  sich 
selbst,  die  Strahlen  bc  einander  entsprechen;  auch  0,  und  e,  werden 
homolog,  und  den  eigentlichen  Punkten  AS  der  b  werden  A  />' 
auf  c  zugeordnet.  Die  Punktreihen  SABb{<  v!  /.' Y,  sind  per- 
spectiv,  die  Strahlen  AA'  und  BB'  stehen  senkrecht   auf  a  und 
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treffen  sich  iu  ai}  folglich  geht  bxc{  durch  a,.  Aber  dann  muss 
&,Cj  ebenso  durch  ai  gehen,  d.  h.  auf  der  Geraden  ax  a,  liegt  bl 
und  mithin  jeder  mit  S  verknüpfte  Punkt  der  Ebene  E. 

Diese  Gerade  heisse  die  absolute  Polare  des  Punktes  S  in 
der  Ebene  E.  Sie  enthält  den  Punkt  S  nicht,  ist  überhaupt  eine 
uneigentliche  Gerade;  jeder  ihrer  Punkte  ist  mit  S  verknüpft.  Sie 
ist  zugleich  der  Ort  der  absoluten  Pole,  welche  in  der  Ebene  E  zu 
den  in  dieser  Ebene  durch  S  gelegten  Strahlen  gehören. 

9.  Liegen  an  einem  eigentlichen  Punkte  S  und  an  einer  Ebene 
zwei  congruente  Strahlenbüschel  derart,  dass  zwei  nicht  senkrechte 
Strahlen  cc'   einander  in   beiderlei   Sinn   entsprechen,    so   sind   die 

Büschel  invers  congruent;  die  Beziehung 
ist  durch  das  Paar  cc   bestimmt. 

Beweis:    Machen    wir    auf    c     die 
Strecken  SC  und   SCt    congruent   und 
nennen  C    den  auf  c   gelegenen  homo- 
M    57  logen  Punkt  zu  C,   so  werden  SC  und 

SC  congruent.  Der  homologe  Punkt 
zu  C  soll  auf  c  liegen  und  ist  daher  C\  denn  sonst  wären  CC1 
homolog,  SCC  und  SCCl  congruent,  also  SCC  und  SC1C  con- 
gruent, c  auf  c  senkrecht.  Folglich  entspricht  die  Gerade  CC  sich 
selbst,  ebenso  die  Mitte  der  Strecke  CC  und  der  Strahl  b,  welcher 
diese  Mitte  mit  S  verbindet,  u.  s.  w. 

10.  In  jedem  Strahlenbüschel  mit  eigentlichem  Scheitel  bilden 
die, Paare  senkrechter  Strahlen  bß  eine  Involution. 

Beweis:    Nimmt  man   in   dem   Büschel    den 

Strahl  a  beliebig,  aber  von  b  und  ß  verschieden, 

so  sind  ab  homologe  Strahlen  einer,  nach  Satz  6. 

völlig    bestimmten,    nicht    involutorischen    (also 

directen)  Congruenz  in  dem  Büschel;  dem  Strahle 

Pig.  58  b    entspricht    ein    von    a    und    b    verschiedener 

Strahl  c,   welcher  ba  und  bc   congruent  macht. 

Zu  acß  ist  ß  der  vierte  harmonische  Strahl.     Mit  b   variirt  nun  ß, 

und  die  Paare  bß  bilden  eine  Involution  nach  §  16  extr. 

Diese  Involution  soll  die  absolute  Involution  in  dem  Strah- 
lenbüschel genannt  werden;  sie  hat  keine  Doppelstrahlen. 

11.  In  jedem  Strahlenbüschel  mit  eigentlichem  Scheitel  S  wird 
durch  Zuordnung  zweier  beliebiger  Strahlen  eine  directe  Congruenz 
bestimmt. 

Beweis:  Sind  die  beiden  Strahlen  nicht  senkrecht,  so  folgt  die 
Behauptung,  wie  bereits  im  vorigen  Beweise  erwähnt  wurde,  aus 
Satz  6.     Werden   aber  zwei   senkrechte   Strahlen    au  einander   zu- 
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geordnet,  bo   mustj  die  Beziehung   involutorisch    werden.     I. 
dann   /l V>   homologe  eigentliche  Tunkte-  resp,  fon   sc,   und  auf  '/ 

Beien    die    Strecken    -   I 
Dem  Punkte  />'  isi   .1  oder  (  dnet; 

rj     wäre  ei  .  I .   so  gü  be  es  nacl    3a1  inen 

Doppelstrahl;   folglich   Bind  BC  hon 
.Man  siehe  nun  einen  Strahl  b  de*  I I 
zwischen   .1    and  J5  hindurch   und  nenne 
/j  den  (in  beiderlei  muh    homologen  Strahl. 
Da  ß  zwisehen  B  und  C  hindurchgeht,  ao 
werden  aa  durch  &/j  getrennt,   die  durch 
die  Paare  85,    I  I> .  B(    bestimmte 
gruenz  ist  direct,    die  Strahlen   bß  Btehen   aufeinander  senki 
Durch   die   beiden   Paare   <iu,   bß   ist    die  Involution    bestimmt, 
fällt  daher  mit  der  absoluten  Involution  des  Büschels  zusammen. 

Die  directe  Oongruenz  im  Strahlenbüschel  i^t  hiernach  im  Allge- 
meinen nicht  involutorisch,  nur  die  absolute  Involution  des  Büschels 
ist  als  eine  directe  Oongruenz  aufzufassen.  Je  zwei  senkrechte  Strah- 
len des  Büschels  werden  durch  jedes  andere  Paar  senkrechter  Strahlen 
desselben  getrennt. 

12,  Sind  zwischen  drei  eigentlichen  Punkten  ABC  senkrechte 
Strahlen  AB,  AC  gezogen  und  aus  A  nach  i'Oeine  Senkrechte 
gefällt,  welche  der  BC  in  a  begegnet,  so  liegt  a  zwischen  J!  und  ('. 

Beweis:  Läge  etwa  C  zwischen  a  und  />'. 
\ß  so  müsste  der  Schnittpunkt  ß  der  All  mit 
der  auf  BC  im  Punkte  C  und  in  der  Ebene 
ABC  errichteten  Senkrechten  zwischen  .1  und 
B  fallen.  Errichtet  man  in  derselben  Ebene 
Cy  senkrecht  auf  AC,  so-  wären  die  Senk- 
rechten CA,  Cy  durch  die  Senkrechten  (Jl. 
Cß  nicht  getrennt. 

13.  Liegen  die  eigentlichen  Punkte  ABC  beliebig,  nicht  in 
gerader  Linie,  und  werden  die  Geraden  BC,  CA,  All  von  den 
resp.  aus  A,  B,  C  nach  ihnen  gefällten  Senkrechten  in  a,  b .  c 
getroffen,  so  liegt  entweder  a  zwischen  B  und  (\  oder  b  zwisehen 
C  und  A,  oder  C  zwischen  A  und  B. 

Beweis:  Nehmen  wir  an,  dass  etwa  b  nicht 
zwisehen  ('  und  A  liegt,  sondern  A  zwischen 
b  und  C.  Die  Senkrechte  auf  AC  in  A  und  in 
der  Ebene  ABC  trifft  dann  BC  in  ß  zwischen  />' 
und  C  (oder  in  B  selbst),  folglich  liegt  a  zwischen 
ß  und  C  (Satz  12),  d,  i.  zwischen  B  und  ('. 


Fig.  60. 
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14.  Wird    der   eigentliche  Punkt  S  sich   selbst,    der  Schenkel 
SF'  dem  Schenkel  SF  zugeordnet,  so  wird  dadurch  in  der  Ebene 

SFF'  eine  und  nur  eine  Congruenz  bestimmt, 
bei    welcher    das  Büschel  S   in    ein    direct  con- 
-pt    gruentes  übergeht. 

Beweis:  Dem  eigentlichen  Punkte  A  im 
Schenkel  SF  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  Ä 
im  Schenkel  SF'.  Wird  der  eigentliche  Punkt 
B  in  der  Ebene  SFF'  ausserhalb  des  Strahles 
SF  und  der  in  dem  Büschel  gelegenen  Senk- 
rechten gewählt,  so  giebt  es  in  der  Ebene  SFF' 
zwei  Punkte  B'  und  B1}  welche  SAB'  und 
SA'BL  mit  SAB  congruent  machen.  Die  Strahlen  SB'  und  SBl 
falleu  nicht  zusammen;  einer  von  ihnen,  etwa  SB',  ist  dem  Strahle 
SB  zuzuordnen  (10),  und  B'  ist  dann  der  homologe  Punkt  zu  B. 
Wenn  eine  Figur  durch  eine  solche  Congruenz  in  eine  andere 
übergeht,  so  sagt  man,  sie  sei  in  der  Ebene  SFF'  um  S  gedreht. 
Hierher  gehört  insbesondere  diejenige  Congruenz,  bei  der  je  zwei 
homologe  Punkte  mit  S  auf  einer  Geraden  liegen  (vgl.  Satz  4). 

15.  Wird  die  eigentliche   Gerade  g  der  Ebene   E  sich  selbst 
und   auf  g   dem  eigentlichen   Punkte  A   der  Punkt  A'  zugeordnet, 

so  wird  dadurch  in  der  Ebene  E  eine 

g  \B'  und    nur    eine    Congruenz    bestimmt, 

\.         \  bei  welcher    auf  g    direct    congmente 

1._\|     .\-_ ,. q     Punktreihen  entstehen  und  zwei  homo- 

A"  löge    eigentliche  Punkte   (B,  B')    auf 


^ß  einerlei  Seite  der  g  sich  vorfinden. 

Fi    63  Beweis:   Der  Punkt  Ä  soll  nicht 

in  A,  sondern  etwa  in  A"  übergehen. 
Ist  nun  M  die  Mitte  der  Strecke  A  Ä,  so  drehe  man  zuerst  um  M 
so,  dass  A  nach  Ä  gelangt;  dabei  geht  A'  in  A,  B  in  Bx  über, 
B  und  B{  liegen  in  der  Geraden  MB  auf  verschiedenen  Seiten 
der  g.  Hierauf  drehe  man  um  A'  so,  dass  A  nach  A"  gelangt; 
dabei  muss  _Z>,  in  B'  übergehen,  und  man  erkennt  also  zugleich, 
dass  die  Strecke  BVB'  in  A'  ihren  Mittelpunkt  besitzt. 

Wenn  eine  Figur  durch  eine  solche  Congruenz  in  eine  andere 
übergeht,  so  sagt  man,  sie  sei  in  der  Ebene  E  längs  der  Geraden 
g  verschoben.  Die  Verschiebung  lässt  sich  auf  zwei  Drehungen 
zurückführen. 
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Wir  werden   jetzt   an    den    Begriff  der   absoluten    Polar« 
knüpfen.     Ivs   Beieu    EST  eigentliche   Punkte   in    eim      I.      •    / 
rat  ihre  absoluten   Polaren    in   E\    die   Gerade  ES  wird   \<<n  /•  in 
dem  mit   R  verknüpften  Punkte  //',   von  8  in  dem  mit  8  rerkj 
toi  ,s"  geschnitten;   r  und  s  enthalten   « 1  *  -  j  i   absoluten    Pol   des  /'  S 
in     /•>'.     Macht    man    nun    die    Annahme,    welche    zur    Buklidil 
Geometrie   führt,   so   fallt   /.'    mit  8  zusammen,    nämlich  in    den 
absoluten  Punkt  der  BSf    folglich    haben  /•  und  8  zwei    Punkte   _ 
mein  und  fallen  in  eine  und  dieselbe  Gerade  c,    welche   'In,*   al 
lute  Gerade  der  Ebene  E  genannt  werden   mag.     Jeder   eigent- 
liche  Punkt   der   Ebene   E  hat   e   zur    absoluten  Polare,    von    jeder 
eigentlichen   Geraden    enthält   e    den    absoluten    Pol    und    schneidet 
sie  in  ihrem  absoluten  Punkte.     Aus   der    in  E  zum  Punkte  R  ge- 
hörigen absoluten  Involution  au,  bßt  <  y,  .  .  . 
schneidet  c  involutorische  Punktepaare  ff,«,, 
b\ßi>  ci7i>  •  •  •  heraus;  zieht  man  nun  in  E 
_  durch  S  den  Strahl  d   senkrecht   zu   a,   den 
Strahl   d  senkrecht   zu  d:  .so   treffen   sich  « 
<tr    und  d  in  «, ,  a  und  d  in  ff,,  d.  h.  e  schnei- 
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Kig.  64.  det   auch  aus  der   in  E  zu  £  gehörigen  ab- 

soluten Involution  die  Punktepaare  ff,«,, 
^ißn  c\Yd  •  •  •  heraus.  Die  so  auf  o  entstehende  Involution  mag 
die  absolute  Involution  der  Ebene  E  genannt  werden;  je  zwei 
Paare  derselben  liegen  getrennt,  Doppelpunkte  sind  nicht  vor- 
handen. 

Wesentlich  anders  gestaltet  sich  die  Sache  bei  derjenigen  An- 
nahme, welcher  Nichteuklidische  Geometrie  entspricht.  Hier  ist  /.' 
von  S',  r  von  s  verschieden,  der  Punkt  rs  der  absolute  Pol  der 
RS  in  E\  in  gleicher  Beziehung  steht  der  Punkt  st  zur  Geraden 
ST,  der  Punkt  rt  zur  Geraden  RT.  Gehen  rst  durch  einen  Punkt, 
so  liegen  RST  auf  einer  Geraden;  denn  jener  Punkt  ist  dann  ab- 
soluter Pol   der   MS  und   der  RT,   mithin    RS  mit  RT  identisch. 


*)  Cayley  hat  bemerkt,  dass  die  metrischen  Eigenschaften  der  Figuren 
in  der  Euklidischen  Geometrie  als  specielle  Fälle  von  projeetiven  Eigenschaf- 
ten erscheinen,  wenn  man  gewisse  Gebilde  zusieht,  welche  hier  durch  ein 
„absolutes  Polarsystem"  vertreten  werden;  vgl.  die  auf  Seite  146  eitirte  Ab- 
handlung. Diese  Theorie  hat  Herr  F.  Klein  (Math.  Ann.  Bd.  4  S.  öT:>  Bf.] 
auf  die  Nichteuklidische  Geometrie  ausgedehnt  und  aus  anderen  Gesichts- 
punkten beleuchtet. 
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Sind  also  AB  CD  eigentliche  Punkte  der  E,  von  denen  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen,  und  ab  cd  ihre  absoluten  Polaren  in  E} 
so  gehen  von  diesen  keine  drei  durch  einen  Punkt,  und  es  wird  in 
der  Ebene  E  durch  die  Paare  Aa,  Bb ,  Cc,  Dd  eine  Reciprocität 
bestimmt,  bei  welcher  den  Geraden  AB,  AC,  AD  ihre  absoluten 
Pole  ß,  y,  d  (d.  i.  ab,  ac,  ad)  entsprechen.  Es  werde  mit  P  ein 
fünfter  eigentlicher  Punkt  der  E,  mit  s  der  dem  Strahle  AP  zu- 
geordnete (mit  ß,  y,  d  auf  a  gelegene)  Punkt  bezeichnet.  Die 
Figuren  A(BCDP)  und  ßyds  werden  projectiv,  ßyds  und  A(ßyds) 
perspectiv,  folglich  A(BCD P)  und  A(ßyds)  projectiv;  die  Strah- 
len AB  und  Aß  bilden  ein  Paar  der  absoluten  Involution  in  dem- 
selben Büschel,  ebenso  A  C  und  Ay,  AD  und  Ad,  folglich  gilt 
dies  auch  von  AP  und  As,  d.  h.  s  ist  absoluter  Pol  der  AP. 
In  gleicher  Weise  liefern  bei  jener  Reciprocität  BP,  CP,  DP  als 
homologe  Punkte  ihre  absoluten  Pole,  mithin  P  als  homologe  Ge- 
rade seine  absolute  Polare.  Ueberhaupt  ist  jedem  eigentlichen 
Punkte  seine  absolute  Polare,  jeder  eigentlichen  Geraden  ihr  abso- 
luter Pol  zngeordnet,  die  Reciprocität  von  den  Punkten  AB  CD 
unabhängig.  Sind  nun  a  und  ß'  die  homologen  Punkte  zu  den 
Geraden  Aß  und  Bß,  also  aß'  die  homologe  Gerade  zu  ß,  so 
liegen  a  und  ß'  auf  der  Geraden  AB,  welche  somit  dem  Punkte 
ß  entspricht;  ebenso  ist  AC  die  homologe  Gerade  zu  y,  also  A  der„ 
homologe  Punkt  zu  a.  Da  hiernach  auch  die  Paare  aA,  bB,  cC, 
dD  der  betrachteten  Beziehung  angehören,  so  ist  diese  als  Polar  - 
reciprocität  zu  bezeichnen;  wir  nennen  sie  die  absolute  Polar- 
reciprocität  der  Ebene  E,  die  Paare  homologer  Elemente  bilden 
das  absolute  Polar  System  der  Ebene  E. 

Indem  wir  jetzt  aus  der  Ebene  heraustreten  und  zunächst  die 
Euklidische  Geometrie  von  der  andern  nicht  trennen,  betrachten 
wir  einen  Strahl  e  durch  den  eigentlichen  Punkt  P,  drei  auf  e 
senkrechte   Strahlen  fgh   durch   P  nnd   einen   beliebigen   Strahl   h 

des  Büschels  fg.  Mit  A  und  B  bezeichnen 
wir  eigentliche  Punkte  von  f  resp.  g  auf 
verschiedenen  Seiten  von  h,  so  dass  k  von 
der  Geraden  AB  in  einem  eigentlichen 
Punkte  C  geschnitten  wird;  auf  e  machen 
wir  die  Strecken  PD,  PD'  congruent.  Es 
werden  dann  AD  und  AD'  congruent, 
ebenso  BD  und  BD',  folglich  auch  ABD 
und  ABD',  ABDC  und  ABD'C,  DC 
und  D'C,  PCD  und  PCD',  folglich  e  senk- 

Fig.  65.  7  . 

recht  zu  h.    Die  Ebenen  eh  und  fg  schnei- 
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den  sich  daher    in   einer  auf  <    lenkrechien,   also  mit  h  id< 
Geraden,  d.h.  A  liegt  in  der  Bbene  ///.    Demnach  üri  der  Ort  aller 
Geraden,  welche  anf  e  in   P  senkrecht   stehen,  eine  Bben<    2 .  ■.   man 
nennt,  e  und  B  zenkrechi  zn  einander.    Durch  jeden  eigentlichen 
Punkt  geht  eine  und  nur  eine  Bbene,   »reiche  auf  ein« 
eigentlichen  Geraden   senkrecht   ßteht.     Stehi    die  G  auf  J 

in  Q  senkrecht,  bo  steht  auch  die  in   E  auf  PQ  durch  Q  ■ 
Senkrechte  f  auf  e    senkrecht ;  macht  man  auf  f  die  Strecken    QJ 
und    QG    congruent,    so    werden    PF    und    PG    COngruent, 
DE  und  DG,  DQE  und  Z>##,   folglich  ist  f  senkrecht  zu   DQ, 
Überhaupt  zur  Ebene  eQ,  e'  in   der  Ebene  e$,   e   und  ö*  in  i 
Ebene  [Eukl.  XI.  6].    Hiernach  geht  durch  jeden  eigentlichen  Punkt 
11  eine  und  nur  eine  Gerade  r,  welche  auf  einer  gegebenen  eigent- 
lichen  Ebene    E  senkrecht   steht;    denn    liegt    11   auf   E   und    zieht 
man  in  E  durch  7t    zwei  Strahlen  st,   sodann    durch  li  zwei    auf  8 
resp.  t  senkrechte  Ebenen  S   und  T,   so   ist   die   Gerade   ST  senk- 
recht auf  der  Ebene  st]   liegt  aber   li   nicht  auf  E,   und    errichtet 
man   in   einem  auf  E  gelegenen   eigentlichen   Punkte  Q  die   Senk- 
rechte e   auf  E,  so  muss  r  in  die  Ebene  R e   fallen  u.  s.  w. 

Alle  Senkrechten  auf  einer  eigentlichen  Ebene  gehen  durch 
einen  (uneigentlichen) •  Punkt.  Wir  nennen  ihn  den  absoluten 
Pol  der  Ebene;  er  ist  mit  allen  eigentlichen  Punkten  der  Ebene 
verknüpft;  jede  durch  ihn  gezogene  eigentliche  Gerade  steht  auf 
der'  Ebene  senkrecht;  zu  jeder  eigentlichen  Geraden  der  Ebene  ist 
er  absoluter  Pol.  Werden  durch  eine  eigentliche  Gerade  zwei 
Ebenen  E  und  JE"  derart  gelegt,  dass  E'  den  absoluten  Pol  von  E 
enthält,  so  liegt  der  absolute  Pol  von  E'  in  E]  jede  Senkrechte, 
auf  der  Geraden  EE'  in  der  einen  Ebene  errichtet,  steht  auf  der 
andern  Ebene  senkrecht;  solche  Ebenen  heissen  senkrecht.  Jede 
Ebene,  welche  eine  zur  Ebene  E  senkrechte  Gerade  enthält,  steht 
senkrecht  auf  E.  Legt  man  durch  einen  eigentlichen  Punkt  drei 
paarweise  senkrechte  Ebenen,  so  sind  je  zwei  Durchschnittslinien 
auf  einander  senkrecht. 

Durch  die  eigentliche  Gerade  g  lege  man  Paare  senkrechter 
Ebenen  au,  bß,  .  .  .  und  durch  den  eigentlichen  Punkt  P  der  g 
eine  Ebene  senkrecht  zu  g.  Diese  Ebene  schneidet  aus  jenen  Paaren 
die  Strahlenpaare  alccn  blßl,  ...  heraus,  welche  durch  7'  gehen 
und  involutorisch  liegen.  Also  bilden  auch  die  Paare  tue,  bß,  .  .  . 
im  Ebenenbüschel  g  eine  Involution;  diese  werde  die  absolute 
Involution  im  Ebenenbüschel  g  genannt.  Je  zwei  Paare  dersel- 
ben liegen  getrennt,  Doppelebenen  sind  nicht  vorhanden.  — 

Um   die   Congruenz   im   Ebenenbüschel    näher   zu   untersuchen, 
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Fig.  6G. 


stellen  wir  zuerst  folgenden  Satz  auf:  Sind  PQR  ...  Ebenen  an 
der  eigentlichen  Geraden  g,  pqr  ...  und  pqr  ...  Schnitte  des 
Ebenenbüschels  PQR  ...  mit  Ebenen,  welche  auf  g  (in  A  resp.  A) 
senkrecht  stehen,  so  sind  die  Strahlenbüschel  pqr  ...  und  p'q'r  ... 
congruent.  Beweis:  Auf  pp' ,  qq,  rr  .  .  .  ver- 
zeichne ich  die  Paare  congruenter  Strecken 
AB  AB',  Aü  A'C,  AD  AD',  ...  je  auf 
derselben  Seite  der  g  und  nenne  M  die  Mitte 
der  Strecke  AA;  die  in  M  auf  g  senkrechte 
Ebene  wird  die  Strecken  BD',  CC  in  zwei 
Punkten  N,  0  schneiden.  Da  MNAB  und 
MNA'B',  MO  AG  und  MO  A'C'  congruent 
sind,  so  ist  N  die  Mitte  der  BB' ,  0  die  Mitte 
der  CG',  MN  senkrecht  auf  BB',  MO  auf 
GC' ';  die  Ebene  MNO  ist  senkrecht  auf  g, 
mithin  auf  P,  auf  BB',  auf  CC',  demnach 
BB'  und  CC'  auf  NO,  NOBC  und  NOB'C 
congruent,  weiter  BC  und  B'C,  ABC  und  A'B'C,  ebenso  ADD 
und  AB' D'  u.  s.  w.  Liegen  nun  C  und  D  auf  derselben  Seite  der 
p,  so  liegen  C  und  D,  C  und  C,  D  und  D',  C  und  D'  auf  der- 
selben Seite  der  P,  folglich  C  und  D'  auf  derselben  Seite  der  p' '; 
liegen  dagegen  C  und  D  auf  verschiedenen  Seiten  der  p,  so  liegen 
C  und  D'  auf  verschiedenen  Seiten  der  p .  Folglich  sind  auch 
AB  CD  und  AB'  CD'  congruent,  überhaupt  AB  CD  .  .  .  und 
AB!  CD'  .  .  .,  mithin  pqr  ...  und  p'q'r   .... 

Die  hierbei  auftretende  Congruenz  zwischen  AB  CD  .  .  .  und 
AB' CD'  .  .  .  lässt  sich  erweitern;  dabei  entsprechen  gPQR  .  .  . 
sich  selbst,  und  die  auf  g  entstehende  Congruenz  ist  eine  directe, 
da  sonst  die  drei  nicht  in  gerader  Linie  gelegenen  Punkte  31  NO 
sich  selbst  entsprechen  müssten.  Wird  die  eigentliche  Gerade  g 
sich  selbst  und  auf  g  dem  eigentlichen  Punkte  A  der  Punkt  A  zu- 
geordnet, so  wird  dadurch  eine  und  nur  eine  Congruenz  bestimmt, 
bei  welcher  auf  g  direct  congruente  Punktreihen  entstehen  und  zwei 
homologe  eigentliche  Punkte  in  einer  Ebene  mit  g  und  auf  einerlei 
Seite  der  g  sich  vorfinden;  dabei  entspricht  jede  Ebene  des  Büschels 
g  sich  selbst,  und  jede  in  einer  Ebene  mit  g  enthaltene  Figur  wird 
in  dieser  Ebene  längs  g  verschoben.  Wird  überhaupt  eine  Figur 
durch  eine  solche  Congruenz  in  eine  andere  übergeführt,  so  sagt 
man,  sie  werde  längs  der  Geraden  g  verschoben. 

Werden  durch  die  eigentliche  Gerade  g  zwei  congruente  Ebenen- 
büschel PQB  .  .  .  und  P'Q'R'  .  .  .  gelegt  und  aus  diesen  durch  eine 
auf  g  senkrechte  Ebene  die  (concentrischen)  Strahlenbüschel  pqr  ... 
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und  ]>' <{ r  .  .  .  herausgeschnitten,     <>  sind  pqi   ,  .  .   und  \ 
eohgruent.    —    Beweit:    Die    beiden    Bbenenbüschel    lind    hom< 
Figuren   einer   Congrnenz,    bei    welcher   g    rieh    selb  rieht. 

Schneidet  die  zur  Ebene  v'i  homologe  Ebene,  welche  ebenfa  I 
g  senkrecht  Bteht,   aus  P'QfR'  ,  .     das   Strahlenbüsche]  p  q  /-,  .  .  . 
heraus,  so  sind  ppi,  77,,  ?•>•,,  ...   I  .  niitliin  y-7/  .  .  .  und 

2>\Q\ri  •  •  •  congruent;  ausserdem  sind  p'tfr  .  .  .  and  ;v/:':  •  ,  , 
grueiit.  —  Die  Figuren  PQ  und  QP  sind  congruent.  Steht  P 
nicht  senkrecht  auf  Q,  so  liegt  im  Büschel  g  eine  and  nur  .-in*- 
von  P  verschiedene  Ebene  //,  welche  congruente  Figuren  PQ  und 
II Q  ergiebt,  und  die  vierte  harmonische  Ebene  zu  ]'11<{>  steht 
senkrecht  auf  Q. 

Die  Congrnenz  der  Strahlenbüsche]  pqr  .  .  .  und  p'flV  .  .  .  ist 
entweder  für  alle  Lagen  ihrer  auf  g  senkrechten  Ebene  direct  oder 
für  alle  diese  Lagen  invers.  Im  ersteren  Falle  heisst  die  Congrnenz 
der  aufeinanderliegenden  Ebenenbüschel  PQB  .  .  .  und  P'QfTX  .  .  . 
direct,  im  letzteren  Falle  invers.  Ist  die  Congruenz  direct,  so 
entsprechen  entweder  alle  Ebenen  sich  selbst  oder  keine;  die  Be- 
ziehung  ist  durch  zwei  homologe  Ebenen  bestimmt  und  im  Allge- 
meinen nicht  involutorisch,  nur  die  absolute  Involution  des  Büschels 
g  ist  als  eine  directe  Congruenz  aufzufassen.  Ist  jene  Congrnenz 
invers,  so  ist  sie  involutorisch  und  hat  zwei  zu  einander  senkrechte 
Doppelebenen. 

Es  (ficht  eine  und  nur  eine  Conyrucnz,  bei  welcher  u.lb  Punkft 
der  eigentlichen  Geraden  g  sich  selbst  entsprehen  und  der  Sehenkel 
gF  in  den  Schenkel  gF'  übergeht.  Jede  auf  g  senkrechte  Ebene  E 
entspricht  dabei  sich  selbst,  und  in  ihr  entstehen  congruente  Strah- 
lenbüschel' mit  dem  Scheitel  gE;  diese  Strahlenbüschel  sind  direct 
congruent,  weil  es  sonst  auf  E  ausser  gE  noch  eigentliche  Punkte 
gäbe,  welche  sich  selbst  entsprechen;  es  wird  also  jede  auf  E  ge- 
legene Figur  in  E  um  gE  gedreht,  und  an  der  Axe  g  entstehen 
direct  congruente  Ebenenbüschel.  Wenn  eine  Figur  durch  diese 
Congruenz  in  eine  andere  übergeführt  wird,  so  sagt  man,  sie  werde 
um  die  Axe  g  gedreht. 

Jede  Verschiebung  lässt  sich  auf  zwei  Drehungen,  jede  Con- 
gruenz auf  eine  Verschiebung  und  zwei  Drehungen  zurückführen.  — 

Die  Betrachtung  der  Congruenz  im  Ebenenbüschel  war  zur 
Herstellung  der  absoluten  Polarsysteme  nicht  erforderlich.  Wir 
wenden  uns  jetzt  zuerst  zur  Erzeugung  des  absoluten  Polarsystemes 
eines  eigentlichen  Punktes  P  und  schicken  folgende  Bemerkungen 
voraus. 

Beschreibt  der   Strahl   e   ein  Strahlenbüschel   mit   dem  Scheitel 
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P,  so  beschreibt  die  auf  e  in  P  senkrechte  Ebene  JE  ein  Ebenen- 
büschel, dessen  Axe  in  P  auf  der  Ebene  des  Strahlenbüschels  senk- 
recht steht.  Beschreibt  die  Ebene  E  ein  Ebenenbüschel  im  Bündel 
P,  so  beschreibt  der  auf  E  in  P  senkrechte  Strahl  e  ein  Strahlen- 
büschel, dessen  Ebene  in  P  auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels  senk- 
recht steht.  Dabei  durchlaufen  e  und  E  jedesmal  projective  Ge- 
bilde; denn  wird  E  von  der  Ebene  des  Strahlen büschels  in  f  ge- 
schnitten, so  steht  e  auf  f  senkrecht,  e  und  f  durchlaufen  projec- 
tive, E  und  f  perspective  Gebilde. 

Legen  wir  nun  durch  P  vier  Strahlen  ah  cd,  von  denen  keine 
drei  an  einer  Ebene  liegen,  und  durch  P  senkrecht  zu  ah  cd  die 
Ebenen  resp.  AB  CD,  von  denen  alsdann  keine  drei  an  einer  Ge- 
raden liegen,  so  bestimmen  die  Paare  aA,  hB,  cC,  dB  eine  Reci- 
procität  im  Bündel  P.  Es  sei  e  ein  beliebiger  Strahl  durch  P,  s 
der  auf  ae  in  P  senkrechte  Strahl,  und  ßyde  seien  die  homologen 
Strahlen  zu  den  Ebenen  resp.  ah  ac  ad  ae,  also  ßydee  auf  A 
gelegen,  ß  senkrecht  auf  ah,  y  auf  ac,  d  auf  ad;  dann  liegen  die 
Strahlenbüschel  ßyde  und  ßyde'  mit  dem  Ebenenbüschel  a(hcde) 
und  mithin  unter  einander  projectiv,  s  ist  mit  e  identisch,  e  auf 
ae  senkrecht.  Ebenso  liefern  he,  ce,  de  senkrechte  homologe 
Strahlen,  mithin  e  eine  senkrechte  homologe  Ebene,  so  dass  im 
Bündel  P  jedem  Strahle  die  senkrechte  Ebene,  jeder  Ebene  der 
senkrechte"  Strahl  entspricht.  Die  Reciprocität  ist  also  von  den 
Strahlen  ahcd  nicht  abhängig  und  ist  Polarreciprocität,  weil  auch 
die  Paare  Aa,  Bh,  Cc,  Bd  ihr  angehören;  wir  nennen  sie  die 
absolute  Polarreciprocität  des  Punktes  P,  die  Paare  homo- 
loger Elemente  bilden  das  absolute  Polar  System  des  Punktes  P. 

Die  absoluten  Polaren  des  eigentlichen  Punktes  P  in  sämmt- 
lichen  Ebenen  des  Bündels  P  schneiden  sich  zu  je  zweien,  gehen 
aber  nicht  alle  durch  einen  Punkt,  sie  liegen  mithin  auf  einer 
Ebene;  diese  Ebene  ist  der  Ort  der  mit  P  verknüpften  Punkte, 
der  Ort  der  absoluten  Pole  aller  Ebenen  des  Bündels  P,  und  werde 
die  absolute  Polare  (Polarebene)  des  Punktes  P  genannt. 
Die  absoluten  Pole  der  eigentlichen  Geraden  g  in  sämmtlichen 
Ebenen  des  Büschels  g  werden  mit  dem  eigentlichen  Punkte  A  der 
g  durch  senkrechte  Strahlen  zu  g,  also  durch  Strahlen  eines  Büschels 
verbunden  und  liegen  mithin  auf  der  zu  g  in  A  senkrechten  Ebene 
E,  und  zwar  mit  A  verknüpft,  also  auf  der  in  der  Ebene  E  zum 
Punkte  A  gehörigen  absoluten  Polare;  diese  Gerade  werde  die  ab- 
solute Polare  des  Strahles  g  genannt.  Jede  auf  g  senkrechte 
Ebene  E  geht  durch  die  absolute  Polare  des  Strahles  g ,  welche  in 
der  Ebene  E  die   absolute  Polare  zum  Punkte  gE  darstellt;  jeder 
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eigentliche   Punkl   der  g  lieferl    eine    absolute   Polarebene,    welche 
durch   den   absoluten    Polarstrah]  der  g   hindurchgeht; 
durch  g  lieferl   einen   absoluten    Pol,    welcher   auf  dem 
Polarstrahle  der  g  liegt. 

Ej8  si'icn  min  ABC  DE  eigentliche  Punkte,  von  denen  keim* 
vier  in  einer  Ebene  Liegen,  and  abcde  ihre  absoluten  Polaren;  di<- 
Ebenen  a  und  l>  enthalten  die  absolute  Polare  der  Geraden  .11:. 
die  Gerade  AB  wird  von  der  Bbene  a  in  dem  mit  .1  rerknflpften 
Punkte  A',  von  der  Bbene  b  in  dem  mit  />'  verknüpften  Punkte  B 
getroffen.  In  der  Euklidischen  Geometrie  falll  Ä  mit  /»''  zu- 
sammen, folglich  auch  a  mit  6,  d.h.  alle  eigentlichen  Punkte  haben 
dort,  die  nämliche  absolute  Polarebene,  eine  aneigentliche  Ebene, 
welche  die  absolute  Ebene  heissen  mag  und  jede  eigentliche 
Ebene  in  ihrer  absoluten  Geraden  schneidet.  Wird  mit  ///  ein 
Punkt  der  absoluten  Ebene,  mit  ft  die  absolute  Polare  des  Strahles 
mA,  also  die  absolute  Gerade  einer  auf  mA  senkrechten  Bbene 
bezeichnet,  so  ist  m  der  absolute  Pol  dieser  Ebene,  welche  somit 
auch  auf  mB  senkrecht  steht;  folglich  hat  auch  >»  B  die  absolute 
Polare  p,  d.  h.  [i  ist  durch  m  allein  bestimmt.  Wenn  m  variirt, 
so  bilden  die  Paare  Am,  Ap  ein  Polarsystem,  nämlich  das  absolute 
Polarsystem  des  Punktes  A\  aus  diesem  schneidet  die  absolute 
Ebene  die  Paare  m[i  heraus,  welche  somit  ebenfalls  Paare  eines 
Polarsystemes  sind.  Das  so  auf  der  absoluten  Ebene  erzeugte  Polar- 
system kann  das  absolute  Polarsystem  genannt  werden. 

In  der  Nichteuklidischen  Geometrie  ist  Ä  von  B.  a 
von  b  verschieden,  die  Gerade  ab  die  absolute  Polare  der  All. 
ebenso  ac  die  absolute  Polare  der  AG  u.  s.  w.  Da  A  BC  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  so  haben  abc  nur  einen  Punkt  gemein:  denn 
hätten  abc  eine  Gerade  gemein,  so  hätten  die  Strahlen  AB  und 
AC  jene  Gerade  zur  absoluten  Polare  und  stüudeu  in  A  auf  einer 
Ebene  senkrecht.  Der  Punkt  »6c  ist  der  absolute  Pol  der  Ebene 
ABC,  ebenso  abd  der  absolute  Pol  der  ABB  u.  s.  w.  Hätten 
abcd  einen  Punkt  gemein,  so  hätten  die  Ebenen  ABC  und  A  BD 
jenen  Punkt  zum  absoluten  Pol  und  stünden  in  A  auf  einer  Ge- 
raden senkrecht;  die  Ebenen  abcd  gehen  also  nicht  durch  einen 
Punkt,  überhaupt  keine  vier  von  den  Ebenen  abcde. 

Die  Paare  Aa,  Bb}  Cc,  Dd,  Ee  bestimmen  eine  Reciprocitat, 
bei  welcher  den  Ebenen  ABC,  ABB,  ABB  ihre  absoluten  Pole 
y ,  d,  s  (d.  i.  abc,  abd,  abc)  entsprechen.  Es  werde  mit  P  ein 
sechster  eigentlicher  Punkt,  mit  t,  der  der  Ebene  ABB  BUgeord- 
nete  (mit  y,  8,  e  auf  der  Geraden  ab  gelegene)  Punkt,  mit  g  die 
Gerade  AB  bezeichnet.     Die    Figuren  g  [CDEP]    und   ySst,   wer- 
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den  projectiv,  ySst,  und  g(ydst))  perspectiv,  folglich  g(CDEP) 
uud  g  (ydsZ,)  projectiv.  Die  Ebenen  gy ,  gd,  gs  stehen  resp.  auf 
den  Ebenen  gC,  gD,  gE  senkrecht,  folglich  auch  gt,  auf  g P,  d.  h. 
£  ist  der  absolute  Pol  der  Ebene  gP.  Demnach  entsprechen  den 
Ebenen  ABP,  ACP,  JBCP  u.  s.  w.  ihre  absoluten  Pole,  dem  Punkte 
P  die  Ebene  dieser  Pole,  d.  i.  die  absolute  Polare  von  P.  Bei 
jener  ßeciprocität  wird  also  jedem  eigentlichen  Punkte  seine  abso- 
lute Polare,  jeder  eigentlichen  Ebene  ihr  absoluter  Pol  zugeordnet, 
die  Reciprocität  ist  von  den  Punkten  ABCDE  unabhängig.  Sind 
nun  a1}  a.2,  ccs  die  homologen  Punkte  zu  den  Ebenen  BCy,  GAy, 
ABy,  also  a1a2a3  die  homologe  Ebene  zu  y,  so  stehen  die  Ebenen 
JBCy,  CAy,  AJBy  senkrecht  auf  ABC,  mithin  liegen  ai ,  a2,  as 
in  der  Ebene  ABC,  dem  Punkte  y  ist  die  Ebene  ABC  zugeordnet, 
ebenso  dem  Punkte  d  die  Ebene  ABB,  folglich  der  Geraden  ab 
(d.  i.  yd)  die  Gerade  AB,  weiter  der  ac  die  AC,  der  Ebene  a  der 
Punkt  A.  Es  erweisen  sich  also  aA,  bB,  cC,  dB,  eE  als  Paare 
der  Reciprocität,  diese  als  Polarreciprocität;  wir  nennen  sie  die  abso- 
lute Polarreciprocität,  die  Paare  homologer  Elemente  bilden 
das  absolute  Polarsystem.  Das  absolute  Polarsystem  der  Nicht- 
euklidischen Geometrie  ist  kein  Nullsystem. 

Sowohl  in  der  Euklidischen  als  auch  in  der  Nichteuklidischen 
Geometrie  bestimmt  man  mit  Hülfe  des  absoluten  Polarsystemes 
zu  jedem  eigentlichen  Punkte  die  absolute  Polarebene,  zu  jeder 
eigentlichen  Geraden  die  absolute  Polargerade,  zu  jeder  eigentlichen 
Ebene  den  absoluten  Pol.  Beim  Uebergange  von  einer  Figur 
zu  einer  congruenten  entspricht  das  absolute  Polar- 
system sich  selbst.  Wieweit  durch  diese  Eigenschaft  die  Be- 
ziehung bestimmt  wird,  soll  hier  nicht  untersucht  werden.  Es  mag 
jedoch  zum  Schluss  noch  eine  Betrachtung  Platz  finden,  für  welche 
der  Satz  13.  des  vorigen  Paragraphen  vorbereitet  wurde. 

Sind  drei  eigentliche  Punkte  ABC  gegeben,   nicht   in  gerader 
Linie,   so  wird  nach  dem   soeben  angeführten  Satze  bei  geeigneter 
,  Vertheilung    der    Buch- 

staben die  aus  A  nach 
BC  gefällte  Senkrechte 
die  BC  in  a  zwischen  B 
und  C  treffen;  der  ent- 
gegengesetzte Schenkel 
zu  Aa  sei  Ad .  Man  er- 
richte nun  in  der  Ebene 
ABC  im  Punkte  A  die 
Senkrechte    auf  Aa  und 
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nenne  AD   den    Schenkel    der  Senkrechten,    welcher    nrit    B 
einerlei  Seite  der   Aa  liegt,    \  l>   den  enl 

einerlei   Seite   mii    C   verlaufenden    Schenkel;    der    Schnittpunkt    '/ 
von  BC  and  /> />'  isl    mit  a  verknüpft.     B  M  die 

Strecke   .!/>';    auf  aM  mache   nun   die  Strecke    ME  dei 
Jfa  congruent,  so  dass  B  und  E  auf  einer  Seite  der  .1"  liegen. 
Wird  dann   in   der  Ebene  ABC  diejenige   Drehung    um    M   voll- 
zogen,  bei  welcher  A  in  />',   also  E  in  ".   die  Gterade    l  E  in  Bi 
übergeht,    so  bleiben  alle  mit  M  verknüpften   Ponkte    der   1. 
fest,  demnach  treffen  sich  A  F  und  II  C  in   dem  mit  M  verknnj 
Punkte  e.     Der  Punkt  E  ist  in  der  Ebene  ABC  dadurch  definirt, 
dass  ABa  und   />' .  I  E  congruent  sind  und  C,  E  auf  verschiedenen 
Seiten  der  AB  liegen.     Ebenso   ist  in  der  Ebene  ABC  ein  Punkt 
E'  dadurch  definirt,  dass  A Ca  und  GAE'  congruent  sind  und  ]'>.  I 
auf  verschiedenen  Seiten  der  AC  liegen;    E'   und   C  befinden 
auf  einer  Seite  der  Aa. 

In  der  Euklidischen  Geometrie  fallen  (/  und  e  zusammen, 
also  auch  die  Schenkel  AD  und  AE,  AD'  und  AE'.  -Die  Summe 
der  Winkel  des  Dreiecks  ist  ein  gestreckter  Winkel." 

Für  den  Fall  der  Michteuklidischen  Geometrie  heisse  /'  in 
BC,  b  in  AB  der  jedesmal  mit  B  verknüpfte  Punkt,  und  AF  der 
mit  B  auf  einer  Seite  der  Aa  gelegene  Schenkel  der  Af.  Die 
Punkte  AB  werden  durch  Mb  getrennt;  dies  überträgt  sich  auf 
die  absoluten  Polaren  und  auf  deren  Durchschnittspunkte  mit  der 
BC,  d.  h.  es  werden  df  durch  eB  getrennt,  folglich  AD,  .1  / 
durch  AE,  AB.  Da  der  Schenkel  AB  nicht  zwischen  den  Schen- 
keln AD  und  AF  liegt,  so  muss  der  Schenkel  AE  zwischen  den 
Schenkeln  AD  und  AF  liegen. 

In  der  Nichteuklidischen  Geometrie  wird  (§  16  Seite  13 1)  auf 
irgend  einer  eigentlichen  Geraden  entweder  kein  Paar  der  absoluten 
Involution  durch  ein  anderes  oder  jedes  Paar  durch  jedes  andere 
getrennt,  und  zwar  verhalten  sich  in  dieser  Hinsicht  alle  eigent- 
lichen Geraden  gleich.  Die  erstere  Annahme  führt  zur  Gauss- 
schen,  die  letztere  zur  Rie mann' sehen  Geometrie*). 

In  der  Gauss'schen  Geometrie  liegen  auf  der  Geraden  BC 
die  Punkte  ad  und  Bf  nicht  getrennt,  folglich  werden  die  Strahlen 
Aa,  AD  durch  AB,  AF  nicht  getrennt.  Der  Schenkel  AB  liegt 
zwischen  den  Schenkeln  Aa  und  AD,   folglich   auch  der  Sehenkel 


*)  Vgl.  Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik  II.  Planimetrie  §  8.  — 
Die  drei  Arten  der  Geometrie  sind  von  Herrn  P.  Klein  parabolische, 
hyperbolische  und  elliptische  genannt  worden,  Mathem.  Ann.  Bd.  4 
S.  577. 

11* 
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AF  und  endlich  der  Schenkel  AF;  ebenso  liegt  der  Schenkel  AEr 
zwischen  den  Schenkeln  Aa  und  AD'.  „Die  Summe  der  Winkel 
des  Dreiecks  ist  kleiner  als  ein  gestreckter." 

In  der  Ri  em an n 'sehen  Geometrie  liegen  auf  der  Geraden  JBG 
die  Punkte  ad  und  Bf  getrennt,  folglich  der  Schenkel  AF  nicht 
zwischen  den  Schenkeln  Aa  und  AD,  sondern  zwischen  den  Schen- 
keln AD  und  Aa,  ebenso  der  Schenkel  AF\  zugleich  wird  der 
Schenkel  AF'  zwischen  die  Schenkel  Ad  und  AD'  fallen.  „Die 
Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  ist  grösser  als  ein  gestreckter*)." 

§  21.    Doppelverhältnisse. 

Unter  den  Begriffen,  welche  zur  Beschreibung  der  Erschei- 
nungen dienen,  bilden  die  mathematischen  Begriffe  eine  selbststän- 
dige Gruppe.  Sie  lassen  sich  mit  einander  durch  eine  Reihe  von 
Beziehungen  verknüpfen,  ohne  dass  man  andere  Begriffe  hinzuzu- 
nehmen braucht. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  innerhalb  der  Mathematik  die 
Gruppe  derjenigen  Begriffe  loslösen,  mit  welchen  sich  die  Zahle n- 
lehre  (Arithmetik,  Algebra,  Analysis)  befasst.  Die  Geometrie 
nimmt  andere,  ihr  eigenthümliche  Begriffe  hinzu;  diese  machen 
jedoch  keine  selbstständige  Gruppe  aus,  indem  sie  nicht  unter  sich 
allein,  sondern  unter  Zuziehung  der  Zahlenbegriffe,  in  Ver- 
bindung gesetzt  werden,  wodurch  die  Anwendung  der  Zahlenlehre 
auf  die  Geometrie  bedingt  wird. 

Die  Zahl  wird  in  der  Geometrie  am  häufigsten  bei  der  Mes- 
sung gebraucht.  Alle  Messungen  sind  auf  den  einfachsten  Fall 
zurückzuführen,  wo  man  eine  Figur,  z.  B.  eine  gerade  Strecke,  aus 
mehreren  congruenten  zusammensetzt  und  die  letzteren  zählt.  Die 
Aneinanderreihung  von  congruenten  Strecken  auf  einer  Geraden 
ist  eine  Construction,  durch  welche  man,  auf  Grundsatz  IY  in  §  13 
gestützt,  Zahlen  für  die  Punkte  der  Geraden  einführen  kann.  Aber 
die  in  §  15  eingeführten  Begriffe  des  Netzes  und  der  äquivalenten 
Paare  bieten  uns  ein  anderes  Mittel  zur  Einführung  von  Zahlen 
zunächst  für  die  Elemente  einförmiger  Gebilde  dar,  indem  eine 
gewisse  projeetive  Construction  wiederholt  ausgeführt  und  die  An- 
zahl der  Constructionen  gezählt  wird. 

Es  seien  ua0al  beliebige  Elemente  eines  einförmigen  Gebildes. 
Macht  man  die  Paare  a0ax,  axa2,  «2a3,  ...  für  das  Grenzelement 
u  äquivalent,   so   entsteht  ein  Netz.     Diesen  Begriff  wollen  wir  zu- 


*)  S.  noch  §  23.  Schluss. 
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Dächst  dadurch  erweitern,  dara  wir  die  Paare  ",",  ,  "J>\,  hth 
ebenfalls  für  das  Grenzelemeni  u  äquivalent  machen.    Die  lohinsn- 
tretenden,  von  einander  and  von  ua^a^a^a        .  ferschiedeneu  Ele- 
mente /', ,  l>; ,  ...  n löge ii  auch  mit 

bezeichnet  und  (—  l)tC8,  f— 2jteB,  .  .  .  Element  des  Netz 


genannt  werden.  Wenn  jetzt  A  und  tu  beliebigt  >/"><;<  Zahlet 
stellen,  so  sind  die  Paare  a^ai+i  und  "^«/( +  1  für  u  äquivalent; 
das  Gebilde  ax-\  «x  +  i  axu  ist  harmonisch;  m  drei  Eiern 
ua0ax  lässt  sich  ax  eindeutig  so  bestimmen,  dass  n,.  das  V*  l.< 
des  Netzes  ua0al  wird.  —  Nimmt  man  in  demselben  Gebilde 
das  Element  p  beliebig,  von  u  verschieden,  so  kann 
man  die  ganze  Zahl  n  derart  angeben,  dass  das  »*"  Ele- 
ment des  Netzes  entweder  mit  p  zusammenfällt  oder 
vom  (n  -\-  l)tcn  durch  p  und  u  getrennt  wird.  Denn  wenn  p 
von  a0,  a{,  bx  verschieden  ist,  so  werden  entweder  a0a,  durch  pu 
oder  a0p  durch  «,  u  oder  a^p  durch  aQu  getrennt;  im  ersten  Falle 
ist  n  =  0,  der  zweite  ist  in  §  15  (Seite  120)  erledigt;  im  dritten 
Falle  werden,  da  albl  und  a{ju  getrennt  liegen,  btp  nicht  durch 
a0u  getrennt,  sondern  entweder  a{)bi  durch  pu  —  und  dann  i.-^t 
n  =  — 1  zu  nehmen  —  oder  a{)p  durch  b^u,  so  dass  mau  den 
citirten  Satz  aus  §  15  auf  das  Netz  ua(tbl  anwenden  kann. 

In  der  Euklidischen  Geometrie  ist  der  Fall  von  besonderem 
Interesse,  wo  «,,  und  a{  eigentliche  Punkte  sind  und  u  in  den  ab- 
soluten Punkt  der  Geraden  a0al  gelegt  wird.  Die  Aequivalen/.  mit 
dem  Grenzpunkte  u  und  den  einander  zugeordneten  Punkten  a0ai 
ist  dort  nach  §  19  (Seite  146)  eine  directe  Congruenz  auf  der  Ge- 
raden «o«!,  die  Paare  axax  +  i  und  (iuafl^.i  sind  also  direct  con- 
gruent.  Der  absolute  Betrag  der  Zahl  A  giebt  au,  in  wie  viele 
mit  et,,«!  direct  congruente  Strecken  sich  bei  positivem  A  die  Strecke 
von  a0  bis  cix,  bei  negativem  A  die  Strecke  von  ax  bis  «0  zerlegen 
lässt.     Die    Zahl   A   wird    deshalb   das   Verhältniss    der    beiden 

Strecken  a^ax  und  a0al}   und  weiter   die  Zahl    "    das  Verhältniss 

der   Strecken   a0ax  und   a0au   genannt,    wobei   jede    Strecke    durch 
eine  direct  congruente  ersetzt  werden  kann. 

Ist  aber  p  das  At0  Element  des  beliebigen  Net /.es  ua0alt  so 
werden  wir  die  durch  u>aQaip  vollkommen  bestimmte  ganze  Zahl 
A  den  Index  des  Elementes  p  im  Netze  uaQay   oder  auch  den 
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Index  der  Paare  a0p,  aQa{   für   das   Grenzelement  u  nennen 
und  schreiben: 


I  a0p  \ 
i0aj  = 


ind  p  =  ind  \a0«j/  =  A, 
so  dass 

ind  \a0aj/  =  0,  ind  \  «<)«,/  =  1. 
Dabei  kann  das  Paar  a0ai  das  Einheitspaar  genannt  werden. 
Versteht  man  unter  aß  ein  mit  dem  Einheitspaare  für  u  äquiva- 
lentes Paar  in  demselben  Gebilde  (a,  ß  von  einander  und  von« 
verschieden),  so  lässt  sich  das  Element  at  und  mithin  überhaupt 
das  Einheitspaar  durch  die  Elemente  aßa0  eindeutig  bestimmen. 
In  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  die  Zahl  A  auch  den  Iudex  der 
Paare  a0p,  aß  für  das  Grenzelement  u,  in  Zeichen 

.u    (a0p\ 
X  =  ind  \aß  J , 

und  aß  ein  Einheitspaar  nennen.  Jedes  mit  aß  für  u  äquivalente 
Paar  ist  ein  Einheitspaar.  Bei  einem  von  Null  verschiedenen  Index 
sind  alle  Einheitspaare  für  u  äquivalent. 

Im  gegenwärtigen  Paragraphen  werden  nur  Ele- 
mente eines  und  desselben  einförmigen  Gebildes  in  Be- 
tracht gezogen.     Die  Gleichung 

ind  \aß)  =  0 
bedeutet  alsdann,  dass  p  und  q  zusammenfallen.     Die  Gleichung 

u    (pq\ 
ind  \aß)  =  1 

bedeutet,  dass  die  Paare  pq  und  aß  für  u  äquivalent  sind.  Endlich 
wird  durch  die  Gleichung 

ind  \aß)  =  —  1 
die  harmonische  Lage  der  Elementejßyaw  dargestellt.     Dabei  sind 
allemal  aßypq  von  u,  a  von  ß  verschieden. 

Sind  drei  verschiedene  Elemente  pqu  gegeben,  so  kann  man  ein 
Einheitspaar  aß  derart  bestimmen,  dass  der  Index  der  Paare  pq, 
aß  für  u  einer  beliebigen  ganzen,  von  Null  verschiedenen  Zahl  l 
gleich  ivird.  Man  kann  nämlich  r  so  bestimmen,  dass  q  das  2te 
Element  des  Netzes  upr  wird,  und  braucht  dann  nur  aß  für  u 
mit  pr  äquivalent  zu  machen. 

Sind  die  Paare  p  q,  p  q  für  das  Grenzelement  u  äquivalent  und 


=  ind   \aßj , 


:  I       I  foppt  I  vrrhiiltn.  1 1',7 

80   18t   tun/,, 

A  —  ind  \  aß/. 

Denn     macht    man    *  I  i  *  -    l'aare  pf    umi   pV    für   "    mit    l  0 

unter  sich)  äquivalent,  bo  wird  zunächst 

A  =  ind  \]>r)  . 

Diese  Gleichung  stellt  eine   projeetive  Eigenschaft  der  Figur  "/"// 
dar  und  niuss  daher  auch  für  jede  projeetive  Figur  bestehen. 
werden  aber  pp,  qq,  rr    Paare  homologer  Elemente  einer  Aequi- 
valenz  mit  dem  Grenzelement  u  (§  16  Seite  132  .    folglich  dii 

bilde  upqr  und  up'qr    projeetiv;  mithin  ist 


.  u    (P/A        ,  u    (V  '/'  | 
=  ind  \p  >' J  =  ind  \aß  ) . 


Umgekehrt:    Wenn  die  Paare  pq  und  p  q  ,    ""/'  ein   //• 
Einheitspaar  bezogen,  einen  und  denselben  Indea  fwr  u  ergebet 
sind  die  Paare  pq  und  p  q    für  u  äquivalent.     Dann   macht  man 
das  Paar  pr  mit  dem  Einheitspaare,   das  Paar  ps   mit  p'q    für   u 
äquivalent,  so  kommt: 

ind  \jJ?y  =  ind  \jj  r  /  =  ind  \p>rj ,  . 

d.  h.  die  Elemente  g  und  s  haben  im  Netze  upr  gleichen   Index, 
sie  können  also  nicht  von  einander  verschieden  sein. 

Man  darf  hiernach  im  Index  der  beiden  Paare  pq  und  aß  für 
u  nicht  bloss  aß,  sondern  auch  pq  mit  jedem  für  u  äquivalenten 
Paare  vertauschen,  aber  mit  keinem  andern.  Vertauscht  man  als-' 
aß  mit  ßa  oder  pq  mit  qp,  so  wird  der  Iudex,  wenn  er  nicht  Null 
ist,  eine  Aenderung  erleiden.     Es  sei  etwa 

u  (pg\ 

ind  \aß)  =X 

positiv.     Macht    man    alsdann    die    Paare    a}  «0 ,    a0  b{ ,    bx  b., ,    .  .  . , 
bi  +  ibi  mit  aß  für  n  äquivalent;  so  dass 


=  ind  \a0bj  =  ind  \  aß  ) , 


also  <^0^  mit  pq  für  m  äquivalent  wird,  überdies  bxbi  —  i,  bi-ibx-», 
.  .  .,  b^Q,  a0a,  mit  ßa,  bxa0  mit  qp,  so  ist  &;.  der  ( —  AV°  Punkt 
des  Netzes  ua{)an  a{)  der  At0  Punkt  des  Netzes  tubibi—i,  d.  h. 


oder 


ind  \aQ  aj  =  ~  A,       ind\fofo-i/ 
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u   (pq\  u    (qp\ 

ind  \ßaj  =  —  l,        ind  \ßa)  —  1 

und  folglich 

u    (üP\  u    (qp\ 

ind  \aß)  —  —  ind  \j3a/  =  —  A. 

Dieselben  Beziehungen  erhält  man,  wenn  man 

u   (pq\ 

ind  \aßj  =  X  ==  —  fi 
negativ  voraussetzt.     Wenn  also  die  Paare  pq,  aß  für  £t  einen  In- 
dex besitzen,  so  ist 

u  (pq\         .«   /i>g\       »  /gi>\ 

id  \«/3/  =  —  ind  \aß)  =  ind  \ßa), 


mc 


.«    /P2\  .«  Y2^ 

ind  \aß )  =  —  ind  \aß 

Die  hieraus  sich  ergebende  Gleichung 

u  /m\       u  (qp\ 

ind  VßijS;  -f  ind  \aß)  =  0 
lässt  sich  unter  Hinzuuahme  eines  Elementes  r  zur  folgenden 

u   (pq\        u   (qr\       u    (rp\ 

ind  \aß)  -f  ind  \aß)  +  ind  \aß)  =  0 
erweitern,  sofern  solche  Indices  überhaupt  existiren.  Um  die  neue 
Gleichung  zu  beweisen,-  beachte  man  zunächst,  dass  sie  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  die  Elemente  pqr  cyklisch  permutirt  oder  p  mit 
q  (pqr  mit  qpr)  vertauscht,  also  überhaupt,  wenn  man  pqr  be- 
liebig permutirt.  Da  nun  mindestens  zwei  von  den  drei  Addenden 
einerlei  Zeichen  haben,  so  kann  ich  durch  geeignete  Vertheilung 
der  Buchstaben  bewirken,  dass  die  beiden  ersten  Addenden 

\u    (pq\  u    (qr\- 

ind  \aßj  =  m,     ind  \aßj  =  n 

ein  und  dasselbe  Zeichen  und  zwar  das  positive  besitzen,  und 
brauche  die  Gleichung  nur  unter  dieser  Voraussetzung  zu  beweisen. 
Zu  dem  Zwecke  mache  man  die  Paare  a^a^,  a1a2,  .  .  .,  am—iam} 
amam+i,  .  .  .,  am  +  n  —  i.cim+n  für  u  mit  aß  äquivalent;  es  wird 
dann  a0am  mit  pq,  amam+n  mit  qr,  folglich  (nach  §  15  Seite  122  f.) 
a0am+n  mit  pr  äquivalent,  d.  h. 

u    (pr\  -u     (rp\ 

ind  \aßj  ==  m  -j-  n,      ind  \aß)  =  —  m  —  n. 

Bei  jeder  Anordnung  der  von  u  verschiedenen  Elemente  p  q  r 
s  ri  r2  .  .  .  rn  —  i  haben  wir  jetzt: 

fp 
ind 


pr\  u    (pr\  u    (rq\ 

aß)  =  ind  \aß)  +  ind  \aß) 


'  I         I  >0|.|pi|v'I  lliiltfli      <■. 

iiml  ebenso: 

ind  \«/V  —  in*d  \aß)  "Hnd  \aß),  md\aß)      iad\aß)-\  ind  I 
folglich  auch: 

"     0"J\  "     ('ir\  I   '  ■    I  [      >'\ 

\nd\aß/ +  md\aß) +  md\aß/ -\    md\aß) 
oder 

ind  l  aß)  =  ind  WV  +  ind  \  aß)  -|-  ind  l  aß  '. 
überhaupt  i 

u    (pq\        u    (prÄ        „    (rtr2\  H    (>:,    ,7\ 

ind  \ccßj  =  ind  \aß)  -f  ind  W*  /  +  •       +  i,ul  V* 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  betreffenden  [ndicea  wirk- 
lich existiren.     Es  ist  übrigens  in  dieser  Hinsicht  leicht  einzusehen, 
dass  durch  das  Vorhandensein  von 


u    (pr\  u    (rq\ 

ind  \aßj    und    ind  \«ßj 


allemal   das  Vorhandensein    eines   Index    der   Paare  jkj,    t  ß    für    u 
bedingt  wird,  folglich  auch  durch  die  Existenz  von 

.«    (prj\      u    (r{rA  u    (rn-iq\ 

ind  \aß  J ,  ind  \cc  ß  /,  .  .  . ,  ind  \«       /*/ . 

Sind  die  n  Paare  j?r4,   >•,>'•■,  .  .  .,  rn—iq  für   m   äquivalent,  ;> 

von  r,   verschieden,  so  erhält  man : 

ind  \rc/y  =  w  ind  \aßj,   ind  \prj  =  ».,    ind  v',77  =  —  n  • 
folglich: 

.«    /i^\         «    (pq  \     u    (prt\        „    (p  q\      „    (rxp\ 

ind  \ccßj  =  ind  \prj  .  ind  \aß  J  =  ind  \/iiv  •  hd  \"  /V- 

So  oft  daher  Indices  der  Paare  pq,  ab  und  «/;,  aß  für  ;<  existiren, 
besteht  die  Gleichuno- 

«    /2><A      ,    (ab\  (pq\ 

ind  \a&/  .  ind  \aß)  =  ind  \a0/. 

Wenn  überhaupt  Indices  der  Paare  pq,  ab  und  pq,  aß  für  u 
existiren,  ohne  dass  p  und  </  susammenf allen ,  so  bestimmen  alh  ^lr^i 
Paare  mit  einem  geeigneten  Einheitspaare  Indices  für  u:  denn  bei 
geeigneter  Wahl  der  Elemente  a'b'a  ß'  ist 


."    (a,h,\        ."    (Pq)      "    (*  t*\  (P'!) 

ind  \a'b'J  =  ind  \aßj ,  ind  \cc  ß' /  =  ind  \ab  '. 

M   /P3\        »    /i"A     M    A*&\        «    (><A     «    f"^  (^.'^ 

id  \a  b'J  =  ind  \a  b)  ■  iud  \«'  ft'/  ==  ind  \«  /|;  .  ind  \a  ß  >  =  ind  \«  f    ■ 


folglich 


170  .       §  21.    Doppelverhältnisse.     • 

mithin  ab'  mit  aß'  für  u  äquivalent,  ab'  ein  Paar  der  verlaugten 
Art.  Wenn  ausserdem  Indices  der  Paare  rs,  ab  und  rs,  aß  für  u^ 
existiren,  so  hat  man  bei  unveränderter  Bedeutung  von  a'b': 

u  (rs\      u  (  ab\       ^u   (  rs  \         u  frs\    >M   /  aß  \ 
ind  \ab).  ind  \a'b' )  =  ind  \a'b'J  =  ind  \aß).  ind  \a'b' ) 

oder 

u   (pq\      u  (rs\  u   /rs\      u   (pq\ 

ind  \abj.  ind  \aßj  =  ind  \ab).  ind  \aß) , 

d.  h.  bei  Vertauschung  von  ab  mit  aß  bleibt  das  Verhältniss 

u   (rs\       u   (pq\ 
ind  \ab)  :  ind  \ab) 

ungeändert  und  ist  mithin  durch  rspqu  allein  bestimmt.  Indem 
wir  jetzt  dieses  Verhältniss  den  Index  der  Paare  rs,pq  für  das 
Grenzelement  u  nennen  und  mit 


ind 


vpsv 


bezeichnen,  erhalten  wir  als  Indices  alle  endlichen  rationalen 
Zahlen,  ohne  mit  den  bisherigen  Festsetzungen  in  Widerspruch 
zu  gerathen.  Ist  in  der  That  der  Zähler  ==  mn,  der  Nenner  =  m, 
wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind ,  m  nicht  Null ;  so  ist  auch  im  frü- 
heren Sinne  n  der  Index  der  Paare  rs,  pq  für  u. 

Auf  den  erweiterten  Begriff  des  Index  lassen  sich  die  oben  auf- 
gestellten Sätze  leicht  übertragen.  Bei  den  Beweisen  wird  der  Um- 
stand benutzt,,  dass,  wenn  die  Paare  cd,  alßi  und  die  Paare  cd, 
a2ß2  Indices  für  u  bestimmen,  bei  geeigneter  Wahl  der  Elemente 
aß'  Indices  von  a1ßl,  aß'  und  von  a2ß2,  aß'  existiren. 

Besitzen  die  Paare  pq,  aß  einen  Index  für  u,  und  sind  aß, 
aß'  für  u  äquivalent,  so  haben  die  Paare  pq,  aß'  denselben  In- 
dex. Besitzen  die  Paare  pq  und  aß  denselben,  von  Null  verschie- 
denen Index,  wie  die  Paare  pq  und  aß',  so  sind  aß  und  aß' 
äquivalent. 

Sind  drei  verschiedene  Elemente  pqu  gegeben,  so  kann  man  aß 
derart  bestimmen,  dass  der  Index  der  Paare  pq,  aß  oder  auch  der 
Index  der  Paare  aß,  pq  für  u  einer  beliebigen  rationalen ,  endlichen 
und  von  Null  verschiedenen  Zahl  gleich  wird. 

Besitzen  die  Paare  pq,  aß  einen  Index  für  u,  und  sind  pq, 
p  q  für  u  äquivalent,  so  besitzen  die  Paare  p  q,  aß  denselben  Index. 
Haben  die  Paare  pq  und  aß  denselben  Index,  wie  die  Paare  p  q 
und  aß,  so  sind  p q  und  p  q    äquivalent. 

Besitzen  die  Paare  pq  und  aß  einen  Index  für  u,  so  ist 
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u     (VI  \  u    /'//'   |  (VI    | 

ind  \ßa)       in'l  ( '  ,»'  '     ■■       in'l l  «/*/ 
Daran  schliessen  rieh  die  Gleichungen: 

u    (vi  \  u   //"    I  h    /'/  7  | 

ind  \aß)  —  il"1  VW   I    ""l  W/i 

u  /pg  \         u  /prA         „   /V,rA  /'      -v  | 

ind  Wv  =  ind  WV  +  '"'1  '  «P/H 1    ""l  '     ' /;    /, 

welche  das   Vorhandensein   der  rechte   stehenden    [ndii  Vor« 

aussetzung  haben. 

#w(/  Indiras  von  rs,  vi  und  von  v/ ,  ab  für  "  vorhanden, 


u  (rs\      u   (pq\  |  i     I 

ind  \pqj .  ind  \"&/  =  ind  V"V- 


Sind  p,  q  verschieden  und  Indiees  von  rs,  <il>  und  von  j>'j,  ab  für 

u  vorhanden,  so  ist  das   Vcrhältniss 


u  (rs\     u  (pq\ 

ind  \ah)  :  ind  \ah) 


von  ab  unabhängig  und  gleich  dem  Index  der  Paart  rs,  vi  für  u.  — 
Wenn  die  Paare  bp,  br  einen  Index  für  a  besitzen,  bo  wollen 
wir  denselben  auch  den  Index  des  Elementes  p  im   Netze  ab( 
nennen  und  schreiben: 


nä\bc) 


ab  : 

ind  \bc  )  =  ind  p. 


Bei  Festhaltung  von  </,  b,  c  durchläuft  dieser  Index  alle  endlichen 
rationalen  Werthe*),  nimmt  aber  jeden  Werth  nur  einmal  an.  Er 
bleibt  umgeändert,  wenn  man  die  Figur  abcp  durch  irgend  eine 
projeetive  Figur  a'b'c'p  aus  demselben  oder  aus  einem  andern  ein- 
förmigen Gebilde  ersetzt.  Nun  sind,  so  lange  abcp  vier  verschie- 
dene Elemente  vorstellen,  die  Figuren  abcp,  peba,  cpab,  bapt 
projeetiv  (§  16  Seite  128);  folglich  ist  alsdann 

a  6c  pcb  opa  iitiyi 

ind  p  =  ind  a  =  ind  b  =  ind  c. 
Nur   bei   harmonischer  Lage   können  die   vier  Elemente    muh    auf 
andere  Arten  permutirt  werden,   ohne   dass   der  Index   sich  ändert: 
die  harmonische  Lage  wird  jetzt  durch  die  Gleichung 

aba 

indj)  ==  —  1 
ausgedrückt. 

Aus  der  Formel 

.   frp\        a  /rb\         .  (bp\         „   (bp\         „  (br\ 
md  \bej  =  ind  \bcj  -{- ind  \bc  I  =  md  \bv  I  — ind  \/<<  '. 

*)  Mit  der  Einschränkung;  welche  in  §  -23  zur  Sprache  kommt 
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welche  die  Existenz   von  Indices   der  Elemente  p  und   r  im  Netze 
voraussetzt,  folgt: 

abc  abo  a     I V P  \ 

ind  p  —  ind  r  —  ind  \bc). 
Wird  diese  Voraussetzung  noch   auf  ein  Element  q  ausgedehnt,   so 
hat  man: 

abo  abo  a      (  f  q\ 

ind  q  —  ind  r  —  ind  \bc) 
und  daraus,  falls  pqr  von  einander  verschieden  sind: 

abc  abo  /       \  ,         .. 

ind  p  —  ind  r       .a ,  (r^\        ?r\  vir  .pJ^a) 

alTc Tb—  =  ind  W/  =mdp==  ind  a  =  ind  \qr  ) . 

ind  q  —  ind  r 

Tritt  endlich  ein  von  p  verschiedenes  Element  s  hinzu;  welches  im 
Netze  abc  einen  Index  besitzt,  so  hat  man  noch: 

abo  abo  /  a/y\  /         \ 

ind  q  —  ind  s        .»       42  .««*  /»««  *   /ffS\ 

abc    f&ö-  =  ind  \siV  —  ^d  q  =  ind  s  =  ind  \qa) 

ind  j9  —  ind  s 

und  gelangt  also,  da  das  Product 


p   (üs\       p    (qa\  p   (qs\ 

ind  \qa)  .  ind  \qr )  =  ind  \qr) 


sich    als   Index    von    s   im   Netze  pqr    erweist,    zu    der    wichtigen 
Formel : 

abo  abc  abc  abc 

■    Pi'l           ind  p  —  ind  r  ind  q  —  ind  s 
ind  s  —  = — . 

abc  abc  abc  abo 

ind  q  —  ind  r  ind  p  —  ind  s 
Wir  können  auch  schreiben: 

/     \  /     \  a    (pr\ 

pqr  a    (rp\      a   I  s q\        ind  Kr q ) 

ind  s  =  ind  YrqJ.  ind  \sp)  =  -7— V  • 

_  a      (PS\ 

ind  \sgy 
In  der  Euklidischen  Geometrie  wird,  wenn  pqrs  eigentliche  Punkte 
sind  und  a  in  den  absoluten  Punkt  ihrer  Geraden  gelegt  wird,  im 
Anschluss  an  die  auf  Seite  165  gemachte  Bemerkung,  der  Zähler 
des  vorstehenden  Bruches,  also  das  Verhältniss  der  Strecken  pr  und 
rq,  das  Theilungsverhältniss  der  Strecke  pq  im  Punkte  r 
und  der  Nenner  entsprechend  das  Theilungsverhältniss  der  Strecke 
pq  im  Punkte  s  genannt.  Die  Zahl,  welche  wir  als  den  Index  von 
s  im  Netze  pqr  eingeführt  haben,  erscheint  hier  als  Verhältniss 
zweier  Verhältnisse.  Daher  kommt  es,  dass  ihr  der  Name  Doppel  - 
verhältniss  beigelegt  worden  ist. 

Ist  d  irgend  ein  Element,    welches   in  dem  beliebigen  Netze 
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iihi-  einen  Index  besitzt,   so   beissl   dieser  lnd<  Doppel 

hältniss  der  vier  Elemente  ab  cd  oder  der  beiden  Paare  ab 

und  cd  und  wird  zur  Abkürzung  mit    aftcd    bezeichnet: 

md  (i        a  bcd  . 
Ziehen  wir  einstweilen  nur  Doppelverhaltnisse  ron  je  riet  rerschie- 
denen   Elementen  in  Betracht,  welche  also  ausser  0, 1 ,  oc  alle  ratio- 
nalen Werthe  annehmen  können.    Wenn  man  alsdann  zwei  Elemente 
vertauscht,  zugleich  aber  ignch  die  beiden  andern,   bo   entstehe    eine 
mit  der  ursprünglichen  projective  Figur;   also  isi    abed)    »  (cdab) 
==  (bade),  d.  h.  das  Doppelverhältniss  zweier  Paare  bleibt  ungern 
ivcnn  man  die  Paare  vertauscht  oder  in  beiden  Paaren  du    Eitel 
gleichzeitig  umstellt,  folglich  auch  bei  der  Verbindung  dieser  Opera- 
tionen.     Dagegen  tritt  bei  den   andern  Umstellungen    der  Elemente 
im  Allgemeinen  eine  Aenderung   des  Doppelverhältnisses  ein.     Ver- 
tauscht man  die  Elemente  eines  Paares,  so  geht  das  Doppelverhältniss 
■in  den  reciprolcen  Werth  über;  denn  wenn  die  Paare  bd  und  bc  einen 
Index  für  a  besitzen,   so   ist   sein   reeiproker  Werth   der  Index  der 
Paare  bc  und   bd.     Nach  Vertauschung  der   inneren   oder  aus 
Elemente  erhält  man  den  Werth  des  DoppelverhaU wisst  s,  indem 
den  ursprünglichen  Werth  von  Eins  absieht;  denn  es  ist 

•    P>d\  .    (cb\  a    (bd\  a     (ed\ 

l  —  ind  \bc )  —  iud  \cb) -\-  ind  \cb )  =  ind  \ebj  =  (a  cb  d)  =  (db  ca) . 

Wenn  also  vier  Elemente  bei  irgend  einer  Anordnung  ein 
Doppelverhältniss  ergeben,  etwa  (abed)  =  ,v,  so  entsprich!  jeder 
Anordnung  ein  Doppelverhältniss,  und  zwar  ist 

(ab  cd)  =  (bade)  ===  (cdab)  =  (deba)  =  x, 

(a  b  de)  =  (b  a  c  d)  =  (de  ab)  =  (cdba)  —  - , 
(aebd)  =  (cadb)  =  (bdae)  =  (dbca)  =  1  —  a ', 
(adbe)  =  (dacb)  ==  (bcad)  =  (ebda)  =  1  —  '  . 

(aedb)  =  (cabd)  =  (dbac)  =  (bdea)  =  p^ , 

(aäcb)  «=  (dabe)  ===  (eba  d)  =  (beda)  = • 

x 
Diese  sechs  Zahlen   sind   von  einander  verschieden,    ausser    wenn  % 

einen  der  Werthe  —  1  ,  2,  -  besitzt;  im  letzteren  Falle  sind  acht 
Anordnungen  harmonisch  und  haben  das  Doppelverhältniss  —  1,  wäh- 
rend acht  andere  das  Doppelverhältniss  2,  die  aeW  übrigen  -  liefern. — 


174  §  21.    Doppelverliältnisse. 

Man  bemerke  noch:  Wenn  Doppelverliältnisse  (abpxp2),  (abpxp3)  exi- 
stiren ,  so  geben  auch  a  bp2p3  ein  Doppelverhältniss ,  und  zwar  ist 

(abp2p.A)  (abp3px)  (abpxp2)  =  1. 
Wenn  Doppelverliältnisse 

(abcpt)  =  x1}  (abcp2)  =  x2,  \abcp3)  =  x3,  (abcp4~)  =  xt 
existiren,  so  geben  auch  P\P2p3p±  em  Doppelverhältniss 

,  N  (x,  —  Xo)  (Xo  —  Xa) 

An  dem  Vorzeichen  des  Doppelverhältnisses  {ab cd)  erkennt 
man,  ob  die  Paare  ab  und  cd  getrennt  liegen  oder  nicht.  Ist  das 
Doppelverhältniss  (abcd)  positiv,  so  werden  ab  nicht 
durch  cd  getrennt;  ist  es  negativ,  so  werden  ab  durch  cd 
getrennt.  Es  seien  nämlich  m  und  n  positive  ganze  Zahlen,  und 
bei  gegebenen  a,b,  c  seien  die  Elemente  e,  d,  d'  so  construirt,  dass 

(abce)  =  — ,     (abcd)  —  —  ,     (abcd')  = : 

da  (abec)  =  n,  (abed)  =  (abec)  (abcd)  =  m  wird,  so  ist  c  das 
nte,  d  das  mte  Element  des  Netzes  abe,  folglich  (§  15  Seite  119)  ae 
durch  bc  und  durch  bd  getrennt,  mithin  ab  weder  durch  ce  noch 
durch  de,  schliesslich  ab  nicht  durch  cd]  da 

(abdd')  =  (abdc)  (abcd')  =  —  1 , 
so  werden   ab  durch  dd'  getrennt,    aber  nicht  durch   de,    folglich 
werden  ab  durch  cd'  getrennt. 

Aus  drei  verschiedenen  Elementen  abc  können  wir  die  Doppel- 
verhältnisse (abeb)  =  0  und  (abec)  =  1  bilden.  Es  empfiehlt  sich 
aber,  Doppelverhältnisse  zuzulassen,  in  denen  irgend  zwei  Elemente 
identisch  sind.  Um  die  soeben  abgeleiteten  Sätze  (wenn  auch  zum 
Theil  mit  Modificationen)  aufrecht  zu  erhalten,  hat  man 
(aebe)  —  (cacb)  =  0,  (abcc)  —  (ccab)  =  1,  (cabc)  =  (accb)  =00 
und  dem  entsprechend 

ab  c 

ind  a  =  (abca)  =  00 
anzunehmen;  die  zwölf  Permutationen  der  Elemente  abec  geben  die 
je  viermal  auftretenden  Doppelverhältnisse  0,   1,  co. 

Jetzt  gehört  zu  jeder  rationalen  Zahl  2,  mit  Einschluss  der 
Zahl  00,  ein  und  nur  ein  Element  p,  welches  mit  abc  ein  Doppel- 
verhältniss (abcp)  =  l  bildet  und  allemal  ein  Element  des  Netzes 
abc  heissen  soll.  Je  vier  von  einander  und  von«  verschiedene  Ele- 
mente PxPiPzPa  des  Netzes  abc  liefern  ein  Doppelverhältniss,  wel- 
ches nach  der  auf  Seite  172  gegebenen  Formel  aus  ihren  Indices 
berechnet  wird.    Aber  auch  wenn  ein  Element  nach  a  gelegt  wird, 
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ergiebt  sich  ein  Doppelrerhältnise;  denn   Dach   einer  auf  Seite  172 
gegebenen  Forme]  ist 

WiF2P*a)       {abcpj-  {abci 
Bezeichnet  man  also  mU  p ,  p.,  j>.  irgend  welch*   Element*    ■■■ 
abc,  so  ist  jedes   Element  des  Netzes  abc  ein  Element  dt 

V\ViV:\  unü"  umgekehrt. 

Sind  die  Elemente  e  und  /   von  a  verschieden  ^    o  giebi  ■     l 

mentc  des  Netzes  abc,  welche  durch  e  und  f  >,,,,  n  grlrrtml  <*■, 
Beweis:  Sind  c  und  /'  Elemente  des  Netzes  abc,  so  suche  man  ein 
Element  u,  welches  im  Netze  efa  einen  negativen  Index  hat;  H  ist 
auch  ein  Element  des  Netzes  abc,  und  ef  werden  durch  a  U  getrennt. 
Ist  e  ein  Element  des  Netzes  abc,  f  aber  nicht,  so  ist  wenigstem 
eines  der  Elemente  b  und  c  von  c  verschieden,  etwa  b\  der  Fall, 
wo  ef  durch  ab  getrennt  werden,  bedarf  keiner  weiteren  Erör- 
terung; werden  aber  eb  durch  af  getrennt,  so  bestimmt  man  nach 
§  15  Seite  120  ein  Element  u  des  Netzes  eab  (also  auch  des  Netzes 
abc)  derart,  dass  au  durch  ef  getrennt  werden;  liegen  endlich  at 
durch  bf  getrennt  (also  be  nicht  durch  af),  so  bestimmt  man  ein 
Element  t  des  Netzes  abe  derart,  dass  bt  durch  af  getrennt  wer- 
den (also  et  durch  af),  und  hierauf  ein  Element  u  des  Netzes 
derart,  dass  au  durch  ef  getrennt  werden.  Es  bleibt  noch  die  An- 
nahme übrig,  dass  weder  e  noch  /'zum  Netze  abc  gehören.  Man 
mache  b <p  mit  ef  für  a  äquivalent,  suche  im  Netze  abc  ein  Ele- 
ment ß,  welches  von  a  durch  b  und  cp  getrennt  wird,  und  nach 
Seite  165  im  Netze  abß  zwei  Elemente  y  und  u  derart,  dass  die 
Paare  yu,  ae  getrennt  liegen  und  die  Paare  bß,  yu  für  a  äqui- 
valent sind;  endlich  mache  man  yg  und  bep  für  a  äquivalent.  Es 
werden  by,  ßu,  <pg  Paare  von  homologen  Elementen  einer  Aequi- 
valenz  mit  dem  Grenzelement  a,  folglich  abßcp  und  ayug  projeetiv, 
yg  durch  au  getrennt,  d.  h.  für  a  liegt  u  zwischen  y  und  g,  e  zwi- 
schen y  und  u,  folglich  c  zwischen  y  und  g,  u  /.wischen  e  und  g\ 
ferner  werden  (§  15  Seite  122)  aefyg  und  agyfc  projeetiv,  für  a 
liegt  e  zwischen  g  und  y,  folglich  g  zwischen  c  und  f,  also  auch  u 
zwischen  e  und  f.  Das  Element  u  gehört  zum  Netze  abc  und  wird 
von  a  durch  c  und  f  getrennt. 

Werden  die  Elemente  efh  beliebig  angenommen ,  so  giebi  es  EU  - 
mentc  des  Netzes  abc,  welche  durch  e  und  f  von  h  getrennt  wet 
Denn  wenn  man  unter  a  ein  von  h  nicht  durch  c  und  /'  getrenntes, 
unter  ß  und  y  zwei  von  cc  verschiedene  Elemente  des  Netzes  abc, 
unter  u  ein  von  a  durch  c  und  /'  getrenntes  Element  des  Netzes 
aßy  versteht,  so  werden  ef  durch  uh  getrennt,  und  ti  gehört  zum 
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Netze  abc.  —  Sind  e  und  f  eigentliche  Punkte,  abc  beliebige  Punkte 

der  Geraden  ef,  so  giebt  es  eigentliche  Punkte  des  Netzes  abc,  welche 

zwischen  e  und  f  liegen. 

Sind  efu  Elemente  des  Netzes  abc,  so  liegt  der  Index  von  u 

zwischen  den  Indices  von  e  und  f,  ivenn  ef  durch  au  getrennt  werden, 

und  umgekehrt.     Denn  wenn  ef  und  au  getrennt  liegen,   so  ist 

das  Doppelverhältniss 

,  /.  %  (abce) — (abcu) 
(efua)  =  ;  7  ' — H" — i 
K  '        '        (abcf)  —  (abcu) 

negativ,  also  Zähler  und  Nenner  von  verschiedenem  Zeichen,  u.  s.  w. 
—  Sind  abc  Punkte  einer  eigentlichen  Geraden,  efu  eigentliche  Punkte 
des  Netzes  abc,  u  zwischen  e  und  f  gelegen,  so  liegt  der  Index  von 
u  zwischen  den  Indices  von  e  und  f,  wenn  a  nicht  zur  Strecke  ef 
gehört,  und  umgekehrt. 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten,  welche  aus  einer  Ge- 
raden g  durch  vier  Ebenen  AB  CD  herausgeschnitten  werden,  be- 
zeichnet man  durch  g(ABCD).  Das  Doppelverhältniss  von  vier 
Strahlen,  welche  in  einer  Ebene  von  einem  Punkte  p  nach  vier 
Punkten  ab  cd  gezogen  werden,  bezeichnet  man  durch  p{abcd). 
U.  s.  w. 

§  22.    Coordinaten*). 

Werden  in  einem  einförmigen  Gebilde  drei  Elemente  abe  fest- 
gehalten, und  wird  unter  p  ein  beliebiges  Element  des  Netzes  abe, 
unter  x  der  Index  von  p  in  dem  Netze  verstanden,  so  durchläuft 
x=  (abep)  alle  rationalen  Werthe**),  mit  Einschluss  der  Zahl  oe, 
und  es  wird  durch  den  Werth  von  x  das  Element  p  im  Netze  abe 
ebenso  vollständig  bestimmt,  wie  umgekehrt  x  durch  p.  Nach  dem 
Sprachgebrauch  der  analytischen  Geometrie  können  wir  daher  die 
Zahl  x  eine  Coordinate  des  Elementes  p  nennen.     Da 

(abea)  —  <x>,   (abeb)  =  0,  (abee)  =  l, 
so  haben  a,  b,  e  die  Coordinaten  resp.  oo,  0,  1;  es  wird  a  das  Un- 
endlichkeitselement   oder    erste    Fundamentalelement,    b 
das  Nullelement  oder    zweite   Fundamentalelement,    e   das 


*)  Vergl.  zu  diesem  Paragraphen:  Möbius,  der  barycentrische  Calcul, 
zweiter  Abschnitt,  sechstes  Capitel;  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage 
§  29;  Lüroth,  Mathem.  Annalen  Bd.  8  S.  207  ff.;  Sturm,  ebendas.  Bd.  9 
S.  343  ff;  Fiedler,  darstellende  Geometrie  II.  Aufl.  S.  523  ff.  und  S.  739  f.  — 
Der  Inhalt  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  stammt  im  Wesent- 
lichen aus  einer  im  Wintersemester  1873/74  gehaltenen  Vorlesung. 
**)  Mit  der  Einschränkung,  welche  in  §  23  zur  Sprache  kommt. 
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ESinheitselement,  x  die  Coordinate  ran  p  in  dem  durch  a  ab 
erstes,  b  als  zweites  Fondamentalelemenl  nn<J  i  als  Einheiteelemenl 
definirten  Coordinatensysteme,  kürzet  die  Coordinate  ron  p 
im  Netze  abe  he«  sen. 

Jede   Zahl    kann    man    als  Qnotieni    zweier   endlieben   Zahlen 

Xl  :  x2  schreiben;    ä ',    und   x.,  nehmen   unabhängig  von   einander  alle 
endlichen  Werthe  an,   nur  dürfen    sie  nicht   gleichzeitig  =" 
nommen  werden.    Jedes  derartige  Werthepaar  (xlfx2)  kann  al-  Re- 
präsentant einer  bestimmten  Zahl,  nämlich  des  Quotienten  I 
gelten;  aber  umgekehrt  hat  diese  Zahl  nicht  einen,  sondern  nnend- 
lieh  viele  Repräsentanten,  nämlich  alle  Werthepaare  von  der  Form 
(qx1}  qx2),  wo  q  eine  beliebige  endliche  und  von  Null  rerschie 
Zahl  bedeutet.     Diejenigen  Werthepaare,    deren  Glieder  in  rationa- 
lem Verhältniss  stehen,  werden  die  Coordinaten  aller  Elemente  eines 
Netzes  repräsentiren  und  dürfen  deshalb  als  Repräsentanten  der  Ele- 
mente selbst  angesehen  werden.    Ist  im  Netze  abe  das  Paa 
der  Repräsentant  des  Elementes  p  mit  der  Coordinate  x,  so  heissen 

xx ,  x2  der  (gewöhnlichen)  Coordinate  x  =  —    entsprechende 

homogene  Coordinaten  oder  homogene  Coordinaten  des 
Elementes  p  im  Netze  abe,  und  man  bezeichnet  das  Element  y 
durch  (x{ ,  x2).  Bei  endlichem  x  kann  man  xA  =  x,  x2  =  1,  bei 
x  =  oo  kann  man  xl  =  1 ,  x2  =  0  nehmen.  Die  Fundamentalele- 
mente werden  durch  (1,  0)  und  (0,  1),  das  Einheitselement  durch 
(1,  1)  dargestellt. 

Die  homogenen  Coordinaten  erweisen  sich  als  zweckmässig  schon 
bei  der  Lösung  der  Aufgabe :  Das  Doppelverhält niss  von  vier 
Elementen  pqrs  zu  berechnen,  welche  im  Netze  abe  durch 
(#!,  x2),  (yl,  y2)}  (#!,  #2),  (tt,  t2)  repräsentirt  werden.  Sind 
zuerst  pqrs  von  einander  und  von  a  verschieden,  so  kommt: 


(pqrs)  = 


(aoi  —  zj\  (yi  —  h] 


(2/l~2  —  2/2-1 )  Wit2  —  xtt,) 


\y2       z2)  \x2       t2J 
=  (srqp)  =  (rspq)  =  (öJJSr), 
«i  _  £t 

V?qra)  —  yA  _  Zi       (y^  -  ytgt)  (x,  0-.r2-l) ' 
2/2      '  z2 
Demnach  bleibt  die  Formel 

(nn*9\  —  fa*t  —  «««1)  (Vi  *»  —  y8*0 

noch  gültig,   wenn   eines   der  Elemente  nach  a  fällt,   und   schliess- 
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lieh  auch  dann,  wenn  zwei  Elemente  identisch  sind.  —  Diese 
Formel  lässt  nochmals  erkennen,  dass  pqrs  in  srqp,  rspq,  qpsr 
permutirt  werden  dürfen.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  xx  und 
x2.  durch  QXt  und  qx2  ersetzt,  oder  yt  und  y2  durch  gyx  und  Qy2, 
u.  s.  w.,  —  wie  vorherzusehen  war. 

Zu  den  Gebilden  zweiter  Stufe  übergehend,  nehmen  wir  zuerst 
auf  einer  Ebene  vier  feste  Punkte  abee  an,   von   denen  keine  drei 

in  gerader  Linie  liegen,  und  projici- 
ren  e  aus  den  Punkten  a,  b,  c  auf  die 
Geraden  resp.  bc,  ca,  ab  nach  el}  e2, 
er  Ist  p{  ein  Punkt  des  Netzes  bcev 
p2  ein  Punkt  des  Netzes  cae2,  p  der 
Durchschnittspunkt  der  Strahlen  apx 
und  bp2,  endlich  p3  die  Protection 
von  p  aus  c  auf  ab,  so  sind  die  Bü- 
schel bicaep)  und  p(exaeb)  perspec- 
tiv, folglich 

(cae2p2)  =  b(caep)  =p(ei  aeb), 
Fig.  68.  Q>ce\P\)  =p(bcela)  =  p(exabc)\ 

es  existirt  also  auch  ein  Doppelverhältniss 

p(exace)  =  c(bape)  =  (bap3e3)  =  (abe3p3), 

d.  h.  p3  ist  ein  Punkt  des  Netzes  abe3.  Jeder  Punkt  p  der  Ebene 
abc,  welcher  sich  aus  a,  b,  c  auf  resp.  bc,  ca,  ab  nach  Punkten 
der  Netze  bcex,  cae2,  abe3  projicirt,  wird  ein  Punkt  des  Netzes 
abee  genannt;  insbesondere  sind  alle  Punkte  der  Netze  bcel,  cae.l} 
abe3  Punkte  des  Netzes  abee.  Bezeichnet  man  mit  vx,  v2  die 
Coordinaten  von  px  im  Netze  bcei,  mit  wx,  w2  die  von  p2  im  Netze 
cae2,  mit  xx,  x2  die  von  p3  im  Netze  abe3,  so  ist 


1 


ä  S  % = (&  c  e* Pi  ^c  a  e2P^a  l  e'iP^  =p  (ei  a  e  ^  'p{ßl  a  l  c>)  'p  ^ ac  e) : 

Bezeichnet  man  ferner  den  gemeinschaftlichen  Werth  der  Quotienten 


^2^2 


«ü2 


mit  x3)  so  ist 

x2 :  x3  —  v  j :  v2 ,        x3 :  xx  =  wx :  w2 . 

Es  giebt  also  drei  Zahlen  xx,  x2,  x3  von  der  Beschaffenheit,  dass 
c^=(bcelpl)  =  a(bcep),    ^3  =  (cae2p2)=b(caep), 
J  =  («6e3|)3)  =  c(«&e_p). 
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Dies  bleibt  auch  dann  richtig,  wenn  />  auf  einer  .- 
nix-,  aber  nicht  in  einer  Ecke  liegt.    Fällt  p  /.  B.  iv 
niclit  oach  a  oder  6  selbst,  so  lallen  pj]  .  und 

man  hat  x*  -- --  0,    wahrend  ./■,    and  t .   ton  Null   rerschie« 
Liegt  p  aber  in  <-i jkt  Ecke  jenes  Dreiei  wird  einet  ler  Paukte 

P\l>,]>->,  unbestimmt;  wenn  p  sich  z.  B,  mit  a  <  1  *  - « -  K  t ,  -.  wird  ;-,  un- 
bestimmt, 'i>,  und  p3  fallen  nach  a,  man  nimmt  s3  =  0,  0  mid 
für  xx  eine  beliebige  endliche,  von  Null  verschiedene  Zahl. 

Da    von   den  Quotienten   x, :;//.,,  Xi'.Xl)  Xl:Xi    höchstens    ••in«-r 
unbestimmt  werden  kann,  so  liefern  die  Zahlen  r, ,  *  ,.  a    mind< 
für   zwei   von   den  Punkten  pl}  p2f  ]>.,    oder    von  den  Strahlen  ap 
hp-n  cPs   bestimmte  Lagen    und    also    stets  den   Punkt  ;/    als  Durch- 
schnittspuiikt  dieser  Strahlen.     Umgekehrt  werden  durch  }>  die  drei 
Zahlen  nicht  vollkommen  bestimmt,    vielmehr  sind  mit  dem  W'crtli- 
system   (#,,  x2,  x:i)   als  Repräsentanten   des   Punktes  p   allemal    un- 
endlich  viele    andere    gleichberechtigt,    nämlich    alle    Systeme    (qxv 
qx2,  QX:)),  wo  q  eine  beliebige  endliche,  von  Null  verschieden''  Zahl 
bedeutet.    Wenn  wir  daher  xl,x2,  #3  Coordinaten  des  Punktes 
p   im  Netze  ajbce  nennen,   so   sind   diese  Coordinaten   als  homo- 
gene zu  bezeichnen.    Abgesehen  davon,  dass  sie  nicht  gleichzeitig 
Null   werden  können,    unterliegen    die    Coordinaten    noch    der    Be- 
schränkung, dass  ihre  Verhältnisse  rationale  Zahlen  sein  müss 
können  jedoch  im  Uebrigen  beliebig  angenommen  werden. 

Für  alle  Punkte  der  Netze  bcel}  cae2,  abe3  —  aber  nur  für 
diese  —  ist  beziehungsweise  x{  =0,  x2  =  0,  x3  =  0.  Die  Punkte 
a,  b,  c  haben  der  Reihe  nach  die  Repräsentanten  (1,0,  0),  (0,  1,  0), 
(0,  0,  1)  und  heissen  der  erste,  zweite,  dritte  Fundamen- 
talpunkt. Der  Punkt  c  hat  die  Coordinaten  (1,  1,  1)  und  heisst 
der  Einheitspunkt.  Die  drei  Fundamentalpunkte  (in  fester 
Reihenfolge)  bestimmen  mit  dem  Einheitspunkte  das  Coordinaten- 
system. 

Nimmt  man  jetzt  auf  einer  Ebene  vier  feste  Geraden  ABC  I 
an,  von  denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  laufen,  und  nennt  jede 
Gerade  G,  für  welche  zwei  von  den  Doppelverhältnissen  A(BCJSG  . 
B(CAEG),  C{ABEG)  existiren,  eine  Gerade  des  Netzes 
ABCE,  so  kann  man  für  die  Geraden  dieses  Netzes  homogene 
Coordinaten  ul}  n2,  u3  derart  einführen,  dass  im  Allgemeinen 

'^  =  A(BGEG),      "3  =  B{CAEG),      ^  =  C(ABEG). 

Wo  Wj  **2 

Existiren  zwei  von  diesen  Doppelverhältnissen,  so  existirt  auch  das 
dritte,  ausser  wenn  G  eine  der  Geraden  ABC  ist.  Für  A  nimmt 
man  als  Coordinaten  (1,0,  0)  oder  (q,  0,  0),   für  B  (0,  1,  0)  oder 

1-2* 
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(0,  q,  0),  für  C  (0,  0,  1)  oder  (0,  0,  q),  E  wird  durch  (1,  1,  1) 
oder  (p,  p,  {?)*  dargestellt.  Die  Geraden  ABCE  bestimmen,  die 
drei  ersten  als  Fundamentallinien,  die  letzte  als  Einheits- 
linie, das  Coordinatensystem. 

Man  pflegt  in  der  Ebene  Punkt-  und  Liniencoordinaten  gleich- 
zeitig einzuführen,  indem  man  in  ihr  ein  Dreieck  und  ein  Paar 
Elemente,  welche  in  Bezug  auf  das  Dreieck  Pol  und  Polare  (§11 
Seite  91)  sind,  festhält.  Es  seien  abc  die  Ecken  des  Dreiecks, 
ABC  ihre  Gegenseiten,  der  Punkt  e  Pol  der  Geraden  E  für  abc, 
von  den  Punkten  abce  sollen  keine  drei  auf  einer  Geraden,  also 
auch  von  den  Strahlen  ABCE  keine  drei  in  einem  Büschel  liegen. 
(Die  Figuren  abce  ABCE  und  ABCE  abce  sind  polarreciprok.) 
Nehmen  wir  einen  Punkt  p{xx,  x2,  x3)  im  Netze  abce  und  eine 
Gerade  G(u1}  u2,  %)  im  Netze  ABCE,  dann  wird  G  von  den 
Strahlen  A,  B,  C,  ap,  bp,  cp  resp.  in  yn  y2,  y3,  px,  p2,  p3  so 
getroffen,  dass 

oder 

.  N  XnUa  /  \  X,  U,  -j-  Xo  U, 

(Y1Y2YZP3)  =  -  ~; 

denn  bedeutet  für  eiuen  Augenblick  e  den  Punkt  AE,  so  ist 
a(bcep)  =  f3,  A{BCEG)  =  {cb8?i)  =  l^   a(cbe£)  =  -l, 

—  ~~  =  a(cbpe).a{cbe6).a(cbsy1)  =  a(cbpy1)  =  (y2y3plyl)u.s.w. 

Liegt  j)  auf  Gr,  so  fällt  jo  mit  j)} ,  p2,  p3  zusammen,  die  Doppel  Ver- 
hältnisse (yiy2y3pi),  (yxy2y$Pi),  {ytfiYzPz)  werden  identisch,  die 
Summe  xxux  -f-  x2u2  -f-  #3fct3  wird  Null,  und  umgekehrt.  Man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass  dies  auch  dann  richtig  bleibt,  wenn  eine 
oder  mehrere  Coordinaten  verschwinden. 

Sind  nun  q{yx,  y2,  yz)  und  r(gl}  02}  £3)  Punkte  des  Netzes 
abce,  und  macht  man 

nx  =*=  Vih  — ytä,     V— 2Mi —#i%>    v3  =  y{z2-  y2su 
so  verhalten   sich  vx,  v2,   v3   wie  ganze  Zahlen,    ohne  gleichzeitig 
verschwinden  zu  können,  und  stellen,  da 

yxvx  -f  y2v2  +  y3v3  =  0,      zxvx  +  z2v2  +  z3vB  =  0, 

eine  Gerade  dar,  welche  zum  Netze  ABCE  gehört  und  die  Punkte 
qr  enthält,  d.  h.:    Verbindet  man  stvei  Punkte  des  Netzes  abce,  so 


1 8 1 

erhält  mnu,  eine  Gerade  des  Netto     AB  CIL      uchi  nun 
schnittspunkt  zweier  Geraden  dt    Netto    ABl  l  .    o  erhall  m 
Punkt  des  Netzes  abce.     Nennen  mr  daher  iol  he  Geraden 
„Geraden  des  Netzes  abce",  ihre  Coordinaten  mm        I       rdi- 
niiteii  im  Netze  abceut  jene  Punkte  auch  „Punkte  de 
ÜBCEa  u.  s.  w.,  su  sind  aUe  Punktt   und  Geraden,  welch,  au 
Punkten  abce  oder  inis  den  Geraden  ABCE  dadurch  hervorgehen. 
i/i/ss  man  in  der  Ebene  abc  nur  Purikb    durch  Geraden   verl 
und  Durchschnütspunkte  ton  Geraden  aufsucht,   Elemen 
abce  oder  nach  Belieben  ABCE   m    nennen,     Und   nach    g    |ß 
(Seite  120  f.)  lassen  sich  alle  Element    d<  P 

abce  oder  aus  dm  Geraden  ABCE  durch  jem  Constru  allein 

herstellt  u. 

Die  Gleichung  xiul  -\-  x.,u.,  -\-  xzu^  =  0  ist  die  not  h  wen- 
dige und  hinreichende  Bedingung  für  das  Aneinander" 
liegen  der  Elemente  (.vi}  x2,  #3)  und  (ul ,  ut,  «<3),  von  denen 
das  eine  ein  Punkt,  das  andere  eine  Gerade  des  Netzes 
abce  ist. 

Das  Element  (xi}  x2,  #3)  werde  mit  »bezeichnet,  das  Element 
(P\>  Ihi  lh)  m^  P  u-  s-  w-  Durch  den  Punkt  x  des  Netzes  abet 
kann  man  vier  zum  Netze  gehörige  Strahlen  ziehen,  indem  man  x 
mit  vier  Punkten  pqrs  des  Netzes  verbindet.  Der  Strahl  xp  hat 
die  "Ooordinaten 

•''•> lh  —  XZ  Pl »      •' 3  P\  —  X\  Pi  )      &\  P>  —  «2  P\  • 

Folglich  ist  das  Doppelverhältniss 

Daraus  ergibt  sich  aber  auch  für  die  Strahlen  xp,  xq}  xr}  xs  ein 

Doppelverhältniss 

(x3  p,  —  x,  p3)  [x,  r2  —  Xtr,)  —  (x(p1  —  xt  pt)  (x,  r,  —  x,  rj 


(a?3 a,  —  xi  q3)  (xtrt  —  x2rt)  -  (xtq2  —  x2  2,)  (a^r,  —  xtr9) 


X 


(a?8jpi  —  Ä,i>8)  (»iSjj  — *8Si)  —  (iCii>2  —  ®jp,)  {x^  —  x^t)' 
und  wenn  z.  13.  (xpr)  die  Determinante  2? -4-  XiPffs  bedeutet,  so  ist 

v-^-*  (#gr)(a;2>s) 

War  ajj  —  0,  so  musste  man  ABC  durch  BC  A  oder  t'.l  B  ersetzen. 
Auf  der  Geraden  u  des  Netzes  abce  kann  man  vier  Punkte 
des  Netzes  bestimmen,  indem  mau  u  mit  vier  Strahlen  ttßyd  des 
Netzes  zum  Schneiden  bringt.  Für  diese  Punkte  ergiebt  sich  das 
Doppelverhältniss 
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U{ccpyO)  —  {ußyHua8) 

Sind  also  xpqrs  gleichartige  Elemente  des.  Netzes  abce,  und 
liegen  von  den  vier  Elementen  pqrs  keine  drei  in  einem  einförmi- 
gen Gebilde,  so  existiren  mindestens  zwei  von  den  Doppelverhält- 
nissen 

p(qrsx),     q(rpsx),     r(pqsx), 

d.  h.  x  ist  ein  Element  des  Netzes  pqrs,  und  überhaupt  alle  Punkte 
und  Geraden  des  Netzes  abce  gehören  zum  Netze  pqrs,  insbeson- 
dere abce  ABCE  selbst.  Bezeichnet  man  mit  pqrs  vier  Punkte  des 
Netzes  abce,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  oder  vier 
Geraden  des  Netzes  abce,  von  denen  keine  drei  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  so  gehören  alle  Elemente  des  Netzes  abce  auch  zum  Netze 
pqrs  und  umgekehrt. 

Die  vorstehenden  planimetrischen  Betrachtungen  lassen  sich  so- 
fort auf  centrische  Figuren  übertragen.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  ziehe  man  drei  Strahlen  abc,  welche  durch  drei  Ebenen  ABC 
verbunden  werden,  und  ausserhalb  dieser  Ebenen  einen  Strahl  e 
nebst  der  (nach  §  11  Seite  92)  als  Polare  für  abc  zu  e  gehörigen 
Ebene  E.  Diejenigen  Strahlen  und  Ebenen  des  Bündels  abc,  welche 
aus  den  Strahlen  abce  oder  aus  den  Ebenen  ABCE  dadurch  her- 
vorgehen, dass  man  nur  Strahlen  durch  Ebenen  verbindet  und 
Durchschnittslinien  von  Ebenen  aufsucht,  werden  Elemente  des 
Netzes  abce  oder  ABCE  genannt.  Sind  pqrs  vier  Strahlen 
oder  vier  Ebenen  des  Netzes  abce,  von  denen  keine  drei  in  einem 
Büschel  liegen,  so  gehören  alle  Elemente  des  Netzes  abce  auch 
zum  Netze  pqrs  und  umgekehrt.  Diese  Elemente  haben  je  drei 
homogene  Coordinaten  im  Netze  abce  oder  ABGE\  abc 
heissen  Fundamentalstrahlen,  e  Einheitsstrahl,  ABC 
Fundamentalebenen,  E  Einheitsebene  des  Coordinatensy- 
stemes.  Sind  xtx2x3  die  Coordinaten  des  Strahles  x,  u^u^  die  der 
Ebene  u  im  Netze  abce,  so  hat  man: 

-^  =  a(bcex)     u.  s.  w.,       —  =  A(BCEu)     u.  s.  av. 
x3  u3 

Der  Strahl  x  und  die  Ebene  u  liegen  dann  und  nur  dann  anein- 
ander, wenn 

i    i  ~i    t^,>*   **  "i      ^    \ ^  • 

Sind  xpqrs  Strahlen  oder  Ebenen  des  Netzes,  so  hat  mau: 

/  N     .    (xpr)(xqs) 

x(pqrs)  =  ;  * .  ,    x  : • 

Damit  verlassen  wir  die  Gebilde  zweiter  Stufe.  Wir  nehmen 
jetzt  fünf  feste  Punkte  an,  abede,  von  denen  keine  vier  auf  einer 
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Ebene  liegen,  und  projiciren  <■  aus  den  Punkten  "    b 
Ebenen   resp.  bcd,  eda,  dabf  abc  nach  eif  <  D 

ade  mag  die  Gerade  er/  im  Punkte  ',,  schneiden,  die   1. 
di<!  Gerade  bd  im  Punkte  eJ3  u.  s.  w.    Bind  ;   Punkte 

resp.  der  Netze  cdei2f  <<<!<■ ,-,  "I".,]-   i  i    r  der  Durchschnittepunkl 
der  Ebenen  abpni  frcftgi  cdp^,  und  werden  die  Geraden  "■,  arf, 
od  resp.  von  den  Ebenen  &Äp,  &cpj  aep  in  den  Punkten 
Pja  getroffen,  .so  sind  p24,  p23,  Pia   Punkte   resp.   der   Netze  a 
<n/r.,.?  b<l<'v,\  denn  wenn  man  noch  p  aus  a}  h,  c,  </  resp.  auf  b>  d. 
oda,  dab,  abc  nach  p{,  p2)  p  .  p4  projicirt,   so   ist   in  der  I. 
eda  der  Punkt  e2  aus  e,  </,  a  auf  resp.  </",  aCj  cd  nach 
c12  projicirt,  ebenso  p2  nach  #28,  j;.M,  ;>,.,,  folglich  liegt p24  im  Netze 
OCe24  1«  s-  w-5   una>    nian   bemerkt,   dass   die    Punkte  plt  p2)  p  ,  p4 
resp.   zu  den   Netzen  bcdel}  cdae2f  <lol><  .,  abce4   gehören.     Jeder 
Punkt  p.  welcher  sich  aus  a,  b,  c,  d  auf  resp.«0Cd,  cda}  dab,  abc 
nach  Punkten  der  Netze  bc d et ,  edae,,  dabci}  abce4  projicirt.  wird 
ein  Punkt  des  Netzes  abede  genannt;   die  Gerade  cd   wird  ?on 
der  Ebene   abp   in    einem   Punkte  pi2   des   Netzes    cdeX2    getroffen 
u.  s.  w.     Insbesondere 'sind    alle   Punkte    der  Netze   bcde4J  cd 
dabe.i}  abcc4  zum  Netze  abede  zu  rechnen. 

Es  seien  xlx2x.i  die  Coordinaten  von  p4  im  Netze  abce4,   also 

|  =  (bceupu),    |  =  (cae24j»24),    |  =  (  abe^^). 

Dann  kann  man  die  Zahl  xi  so  hinzufügen,    dass  x2x3x4  die  Coor- 
dinaten von  py  im  Netze  bcdet  werden,  dass  also  noch 

J  =  (cdenpn),    g  =  {dbiy,pVi). 

Aus    den    Werthen    von    (ace24l>24)    und    (cdeI2|>12),     oder    von 
OKii'aj)  uml  (W.e18p,a)  folgt: 


Ä4 


=  C^«e23i)23) 


Die  Zahlen  i,x,a;;jlj;.|   haben   also   die  Eigenschaft,    dass  ,    die 

Coordinaten  von  j),  im  Netze  bcdc4,  x^x^x^  die  von  p.2  im  Netze 
cdac2,  xixlx2  die  von  ^);!  im  Netze  dabc3,  xrc2x~  die  von  j>,  im 
Netze  abce4  vorstellen.  Solche  Zahlen  sind  auch  dann  vorhanden. 
wenn  p  mit  zweien  der  Punkte  abcd  in  gerader  Linie  liegt,  aber 
in  keinen  dieser  Punkte  fällt.  Liegt  p  z.  B.  in  der  ab,  aber  nicht 
in  a  oder  b,  so  fallen  P\P2p$p4  nach  resp.  bapp,  und  man  hat 
853  =  0,  x4  =  0,  aber  xl}  x.,  nicht  Null.  Vereinigt  sich  p  mit  einem 
der  Punkte  abcd,  so  wird  eine  der  Projectionen  JpiJ^JPsl^  imbe- 
stimmt; fällt  2>  z.  ß.  nach  a,  so  wird  jjj  unbestimmt,  2):l)zPi  fidlen 
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nach  a,  man  nimmt  x2  =  0,  x3  =  0,  #4  =  0  und  für  x{  irgend  eine 
endliehe,  von  Null  verschiedene  Zahl. 

Die  Zahlen  xlx2x3xi  bestimmen  den  Punkt  p  als  Durchschnitts- 
punkt der  Ebenen  abpl2,  acpv3  u.  s.  w.  und  heissen  Coordinaten 
von  p  im  Netze  abcde;  man  kann  statt  ihrer  auch  qxu  qx2, 
qx3,  qx4  nehmen,  wenn  q  weder  0  noch  oo  ist.  Diese  Coordinaten 
sind  wieder  als  homogene  zu  bezeichnen;  sie  können  nicht  gleich- 
zeitig Null  werden,  ihre  Verhältnisse  sind  rationale  Zahlen,  andere 
Beschränkungen  bestehen  nicht.  Für  alle  Punkte  des  Netzes  bcdei 
ist  x{  =  0,  für  alle  Punkte  des  Netzes  cden  ist  xt  =  x2  =  0,  u.  s.w. 
Die  Punkte  a,b,  c,  d,  e  haben  der  Reihe  nach  die  Repräsentanten 
(1,  0,  0,  0),  (0,  1,  0,  0),  (0,  0,1,  0),  (0,  0,  0,  1),  (1,  1,  1,  1)  und 
heissen  der  erste,  zweite,  dritte,  vierte  Fundamentalpunkt, 
beziehungsweise  der  Einheitspunkt.  Die  vier  Fundamentalpunkte 
(in  fester  Reihenfolge)  bestimmen  mit  dem  Einheitspunkte  das 
Coordinaten  system. 

Analog  werden  nach  dem  Gesetze  von  der  Reciprocität  zwischen 
Punkt  und  Ebene,  wenn  von  den  fünf  festen  Ebenen  ABCDE 
keine  vier  in  einem  Bündel  liegen,  die  'Ebenen  des  Netzes 
ABCDE  und  ihre  Coordinaten  definirt;  AB  CD  werden  die  Fun- 
damentalebenen, E  die  Einheitsebene  des  Coordinatensy- 
stemes.  Ist  P  eine  Ebene  des  Netzes  ABCDE  mit  den  Coordinaten 
uxu2u3ui7  so  hat  man  im  Allgemeinen: 

U±=(CDA,  CDB,  CDE,  CDP), 


10, 


=  (BDA,BDC,BDE,BDP),    u.  s.w. 


Mau  pflegt  Punkt-  und  Ebenencoordinaten  gleichzeitig  einzu- 
führen, indem  man  vier  feste  Punkte  a,  b,  c,  d,  welche  durch  vier 
Ebenen  A,  B,  C,  D  (nämlich  bcd,  cda,  dab,  abc)  verbunden  wer- 
den, und  ausserhalb  dieser  Ebenen  einen  Punkt  e  nebst  seiner  Polar- 
ebene E  für  ab  cd  (§  11  Schluss)  annimmt,  so  dass  abcde  ABCDE 
und  ABCDE  abcde  polarreciprok  werden.  Der  Punkt  e1?  in  wel- 
chem die  Gerade  ae  der  Ebene  A  begegnet,  .ist  dann  der  Pol  der 
Geraden  AE  für  bcd.  Es  sei  p(xly  x2,  x3f  xA)  ein  Punkt  im  Netze 
abcde,  JP(ui}  %,  u3,  w4)  eine  Ebene  im  Netze  ABCDE;  von  den 
Ebenen  A,  B,  C,  D  werde  P  in  den  Geraden  g{,  g2,  g3,  gi}  von 
den  Strahlen  ap,  bp,  cp,  dp  in  den  Punkten  p{ ,  p2,  p3,  pA  ge- 
troffen. Im  Netze  bcde±  hat  die  Gerade  gi  die  Coordinaten  u2u3u4, 
die  Projection  p  des  Punktes  p  aus  a  auf  A  die  Coordinaten 
x2x3x4.  Bezeichnet  man  den  Punkt  gxg2  d.  i.  ABB  (also  den 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  cd  mit  der  Ebene  P)  mit  yl2  u.  s.  w.; 


'  oordin  itoo  1  ■•  ■ 

so  liegen  j',,  /<./',  auf  einer  Geraden   (nämlich   auf  den   I 

iiml   ßrfj?)   ii.  s.  w. 

Wenn  von  den  Geraden  //,//.. <) ,;/l  keine  drei  dorcfa  einen  Punkt 
<_*;« ■  I mm i  (d.  Ii.  wenn  /'  keinen  Pundamentalpunkl  entbill ,  oder  »renn 
uiu2u3ui  von  Null  verschieden  sind),   so  kann   man  auf  der  Ebene 

P  etwa  von  ;/,  «Im  Pol  *  in  Bezug  auf  .'/.. '/..'/,    od<  I  , •     , 
slrnircn   und   findet 

1    ,   f'   ,  y  J    <t  Wo  ■  ' '    I        1 

als  Ooordinaten  von  j>2  im  Netze  gigigA //,  (oder  ,  f), 

a?|Wj   —  3?jj  Mg  >l'|'|;       ■'':;":,)        '\tl\ 

als  Ooordinaten  von  ^,  in  demselben  Netze,  n.  b.  w.  Wird  nämlich 
in  der  Ebene  A  der  Punkt  jp'  aus  6  auf  die  Gerade  cd  nach  ;/' 
projicirt,  so  erhält  man  nach  einer  oben  i  S.-i  t  <•  1*<»  gemachten  lu- 
merkung,  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  )>  /'.;■,  auf  einer 
Geraden  (nämlich  auf  den  Ebenen  P  und  «&n)  liegen,  und  dass  die 
lndices  permutirt  werden  dürfen: 

(YuYuYviV  )=—  ,  „  » 


3  «3 


^-(j^nrn^i)  =  ft$4  (^13^14^12^2)  =  —  ^7  > 


i>2  (Yu  Y\\  Y-U  Y 1 3)  =  —  ^ «3  >       J>34  (/24  ^23  Pl2  Pl)  =  —  ^  .. 

1h {YuYii Yi i7i>)  =  lhiYnYnYuYn)  •  V-i (?* iViiYu Yn)  ==X3^+. 

^31(^21^23^1)  =  ystC^y*»*^«)  •  ^34(^24^3  yi2i>i)  =  ?"3 . 

yy  1(^2.1^23^2)  =  y34  (^'1^3  £iM  =  §^ » 

.r4  it., 

723^34^1^2)=^ 

Liegt  p  auf  P,  so  fällt  p  mit  |>i  >  »2*  i»3 ,  J'4  zusammen,  die 
Summe  xlui  -f-  x.2u2  -j-  a'3%  +  .*',».,  wird  Null,  und  umgekehrt.  Von 
der  Beschränkung,  dass  P  keinen  Fundamentalpunkt  enthalten 
soll,  kann  man  sich  leicht  befreien.  Sind  daher  q  (jfj y8 ys  jft\ 
r(^^2^3^4),  s(^j  #2  ^3  ^)  Punkte  des  Netzes  abcde,  und  setzt  man 
die  Determinanten 


Yn  {Yn  Y-u  nh)  —  iCi  ,u  +  aylh  +  XiUi  > 

XtU,  -\-X3U3-\-XiUl 
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Vi     Vs     ¥i 


fh     9i     Vi 


h   h    h 


Vi     Vi     Vi 


h    h    h 


-  ]    verschwinden  die  iSuminen 


V\ 

y% 

% 

*i 

z2 

h 

h 

f2 

h 

=   V 


i  > 


Pl  CX  +  ft  ?'2  -7-2/^3  +  ft  Pj  »         »1»!  +  hV2  +  <?3  P3  -f  »4  r4  > 

und  es  stellen  oivtvsv4  eine  Ebene  dar,  welche  zum  Netze  ABC  DE 
gehört  und  die  Punkte  q,  r,s  enthält,  d.  h.:  Verbindet  man  drei 
Punkte  Res  Netzes  abcde,  so  erhält  man  eine  Ebene  des  Netzes 
ABCDE:  sucltt  man  den  DurchschmttspunM  dreier  Ebenen  des 
Netzes  AB  CEE,  so  erhält  man  einen  Punkt  des  Netzes  abcde. 
Demnach  fallen  die  Geraden,  -welche  je  zwei  Punkte  des  Xetzes 
abcde  verbinden,  mit  den  Geraden,  in  welchen  je  zwei  Ebenen 
des  Xetzes  AB  CEE  sich  schneiden,  zusammen.  Diese  Geraden 
sollen  „Geraden  des  Xetzes  wbede"  oder  „Geraden  des 
Netzes  ABGDE",  die  Ebenen  des  Xetzes  A B CD E  auch  „Ebe- 
nen des  Xetzes  abcde~.  ihre  Coordinaten  auch  „  Coordinaten 
im  Xetze  abcde",  die  Punkte  des  Xetzes  abcde  auch  „Punkte 
des  Xetzes  ABCDE",  ihre  Coordinaten  auch  „Coordinaten  im 
Xetze  ABCDE-  heissen.  Alle  Funkte,  Geraden  und  Ebenen, 
welehe  aus  den  Punkten  abcde  oder  aus  den  Ebenen  ABCDE 
durch  graphische  Constructionen  hervorgehen,  sind  Elemente  des  Xetzes 
abcde  (oder  des  Xetzes  ABCDE).  Und  o.Ue  Elemente  des  Xetzes 
werden  aus  den  Punkten  abcde  oder  aus  den  Ebenen  ABCDE 
durch  graphische  Constructionen  hergestellt. 

Die  Gleichung  xxux-\-  x2u2  -\-  x%  ud  -f-  xi  u^  —  0  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  An- 
ein  and  erliegen  der  Elemente  ( xlx2xixi)  und  (uln2u3ui)) 
von  denen  das  eine  ein  Punkt,  das  andere  eine  Ebene 
des  Xetzes  abcde  ist. 

Das  Element  h:1x2xzxi)  werde  mit  x  bezeichnet,  das  Element 
iUit/il/zUi)  mit  V  u-  s-  w-  Durch  die  Punkte  x  und  y  des  Xetzes 
abcde  kann  man  vier  zum  Xetze  gehörige  Ebenen  legen,  indem 
man  die  Gerade  xy  mit  vier  Punkten  pqrs  des  Xetzes  verbindet. 
Die  Ebene  xyp  hat  die  Coordinaten  E  +  x2yöpi}  U  +  x3  yi px 
\x.  s.  w.,  so  dass 


:;.    i  •  Zablenroibi    in  det  '  '•<  ometi  1  B 

CD(A,S,S,Xyp       |  ;;, 


ebenso 


ÖD{A,  li,  E,xyq       f 

11.  s.  w.     Folglich   bestimmen   «li'.-  Ebenen    ''//<.   vyq^   tyr,   •  \ 
Doppelverhältniss 

2±  *i !h q.i>2 ±  •'•.i :'/, 8 ,      2.'  ±  Xg /vi.    -        ■■'■■'<. 
><  ^±x2y^>i.  2±Xiyl8i       -  t  ■<\i.'/i/'.  •  -    I    ■'-•.".vst 

Bedeutet  daher  z.  B.  (xypr)  die  Determinante  27  H   -v'./'  ; 

xv(nars)  .=  '■'!""■  m±  . 

Im  Falle  x^y^  —  x4ys  =  0,  d.  i.  rr3 :  xx  =  y:, :  y4 ,  ersetzt  man  ABCD 
durch  eine  Permutation. 

Auf  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  u  und  v  des  Netzes 
abcde  werden  vier  Punkte  des  Netzes  bestimmt,  indem  man  die 
Gerade  uv  mit  vier  Ebenen  ccßyd  des  Netzes  durchschneidet.  Für 
diese  Punkte  ergiebt  sich  das  Doppelverhältniss 

/    o    &\         (uvcty)(uvßS) 
K    r'     '         (uvßy){uvctd) 

Sind  also  xypqrs  gleichartige  Elemente  des  Netzes  abcde,  und 
liegen  von  den  fünf  Elementen  pqrsx  keine  vier  in  einem  Gebilde 
zweiter  Stufe,  so  existiren  mindestens  drei  von  den  Doppelverhält- 
nissen 

rs(pqxy),  qs(prxy),  qr{psxy)  u.  s.w., 
d.  h.  y  ist  ein  Element  des  Netzes  pqrsx,  und  überhaupt  alle  Ele- 
mente des  Netzes  abcde  gehören  zum  Netze  pqrsx,  insbesondere 
abcde  ABCDE  selbst.  Bezeichnet  man  mit  pqrsx  fünf  Punkte  des 
Netzes  abcde,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  oder  fünf 
Ebenen  des  Netzes  abcde,  von  denen  leine  vier  durch  einen  Punkt 
gehen,  so  sind  alle  Elemente  des  Netzes  abcde  auch  Elemente  des 
Netzes  pqrsx  und  umgekehrt. 

§  23.    Die  stetige  Zahlenreihe  in  der  Geometrie. 

Wurden  fünf  Punkte  a,  b,  c,  d,  c  festgehalten,  von  denen  keine 
vier  in  einer  Ebene  liegen,  so  konnten  wir  jedes  Element  des  Netzes 
abcde  durch  Zahlen  darstellen.  Jeder  graphischen  Beziehung  zwi- 
schen solchen  Elementen  entsprach  ein  gewisser  Zusammenhang 
zwischen  den  Zahlen,  welche  zur  Darstellung  der  Elemente  dienten. 
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Es  war  aber  noch  nicht  zu  erkennen,   ob   sich  die  analytische  Be- 
handlung auf  alle  Elemente  ausdehnen  lässt. 

Zuerst  waren  Zahlen  zur  Unterscheidung  der  Elemente  von 
Netzen  in  einförmigen  Gebilden  eingeführt  worden;  wir  werden  dem- 
gemäss  auch  jetzt  zuerst  ein  einförmiges  Gebilde  in  Betracht  ziehen. 
Es  seien  a,l),  e  beliebige  Punkte  einer  Geraden,  welche  den  eigent- 
lichen Punkt  p  enthält,  und  in  dieser  Geraden  mögen  die  eigent- 
lichen Punkte  f  und  -g  auf  verschiedenen  Seiten  von  p  angenommen 
werden.  Im  Netze  abe  kann  ich  (§  21  Seite  176)  einen  eigentlichen 
Punkt  B  zwischen  f  und  p,  einen  eigentlichen  Punkt  E  zwischen 
p  und  g,  endlich  einen  nicht  zur  Strecke  BE  gehörigen  Punkt  A 
-.,.  :,,  construiren,    so    dass   BE   durch   Ap 

getrennt  werden,  und  um  festzustellen, 
■ — — — *  ••• •     ob  p  zum  Netze  abe  gehört,   brauche 

ich  nur  die  Beziehung  jenes  Punktes 
zum  Netze  ABE  zu  untersuchen.  Wenn  nun  der  Punkt  p  einen 
Index  im  Netze  ABE  besitzt,  so  ist  der  letztere  jedenfalls  zwischen 
0  und  1  gelegen  (§  21  Seite  176);  es  wird  daher  genügen,  die 
Punkte  des  Netzes  ABE,  welche  den  Indices 

¥'         3.'     3  '        4>     4'    4  ' 

entsprechen,  der  Reihe  nach  zu  construiren  und  darauf  zu  achten, 
ob  man  unter  ihnen  dem  Punkte  p  begegnet. 

Allein  nach  den  bereits  in  den  beiden  ersten  Paragraphen 
(Seite  18  und  25,  vergl.  auch  §  15  Schluss)  gemachten  Bemerkungen 
ist  diese  Construction  nicht  beliebig  weit  auszudehnen,  vielmehr 
lässt  sich  allemal  unter  Berücksichtigung  der  Verhältnisse  des  ein- 
zelnen Falles  eine  Grenze  angeben,  welche  man  nicht  zu  über- 
schreiten hat.  Um  eine  solche  Grenze  zu  ermitteln,  geht  man  von 
der  Erwägung  aus: 

dass  man  in  jedem  einzelnen  Falle  eine  Strecke  MN 
anzugeben  vermag,  innerhalb  deren  einzelne  Punkte 
nicht  mehr  von  einander  unterschieden  werden,  und 
dass  von  jeder   congruenten  oder  kleineren  Strecke 
dasselbe  gilt. 
(Vergl.  die  Einleitung,  Seite  3.)    Man  mache  nun  auf  der  Geraden 
ab  zu  beiden  Seiten  von  p  die  Strecken  ph  und  ph  mit  MN  con- 
gruent   und   bestimme    zwei  Punkte    li    und  ¥    des  Netzes  ABE} 
welche  zwischen  p  und  h,   resp.   zwischen  p  und  h  fallen;  die  In- 
dices  von   li    und  ¥  im  Netze  ABE  sind  positive    echte   Brüche, 
welche  —  auf  den  kleinsten  gemeinschaftlichen  Nenner  gebracht  — 


;;  •_'.';.    Die    tetig<    Z  iltlenieihe  in  d 


durch     ,  -   dargestelll    werden   mögen.     Da  p    zwischen  l>'   und  /.-' 

liegt,  so  können  (§  21  Seite  176  ah  etwaige  [ndicet  ron  ;'  im 
Netze  AllK  nur  diejenigen   (positiven,   echl    gebrochenen     Zahlen 

in  Betracht   koninien,    welche   zwischen    '    und    -  liegen.  Minde 

V  V 

eine  solche  Zahl  kommt  in  der  K'eihe 
l 
v  +  l '  v  + 1 '  '  '   '  '   v  + 1 
vor;  der  entsprechende  Punkt  ist,    wenn    er  nicht   genau  mit   | 
saminenfällt,   doch   nicht   merklich   von  p  verschieden,   da  er  f 
zwischen  h'  und  p  oder  zwischen  p  und  //  müsste  eingeschaltet  wer- 
den  können.     Dasselbe   gilt    für    die   Nenner  v  -\-  2,  v  -f-  3,  •  ••; 

überhaupt  werden  die  Punkte,  welche  den  Zahlen  zwischen  -  und 
-  entsprechen,  soweit  deren  Construction  gelingt,  von  p  nicht  merk- 
lich differiren. 

Wenn  man  nicht  schon  unter  den  positiven  echten  Brüchen 
mit  kleinerem  Nenner  eine  Zahl  angetroffen  hat,  welche  den  Punkt 
p  genau  darstellt,  so  wird  es  hiernach  zwecklos  sein,  die  Versuche 
über  den  Nenner  v  -f-  1  hinaus  fortzusetzen,  und  so  führt  immer 
eine  endliche  Anzahl  von  Constructionen  zu  einer  Zahl  §,  welche 
als  Index  im  Netze  ABE  den  Punkt  p  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit darstellt.  Endlich  berechnet  man  eine  rationale  Zahl  ./", 
welche  als  Index  im  Netze  übe  den  Punkt  p  hinreichend  genau 
angiebt,  aus  der  Gleichung 

- (abeÄ)  —  (abeE)     (abeB)  —  x 

§  ~~  (äbeB)  —  [abeE)      (abeA)  —  x  ' 

Es  werde  jetzt  ein  Strahlenbüschel  mit  eigentlichem  Scheitel 
angenommen,  und  in  ihm  werden  drei  Strahlen  aßs  festgehalten. 
Bezeichnet  man  mit  o  einen  beliebigen  Strahl  des  Büschels,  so  ent- 
steht die  Frage,  ob  q  durcli  einen  Index  im  Netze  aße  dargestellt 
werden  kann.  Man  lege  durch  einen  (vom  Scheitel  des  Büschels 
möglichst  entfernten)  eigentlichen  Punkt  p  des  Strahles  q  eine  Ge- 
rade, welche  «,  ß,  s  in  resp.  a,  b,  c  schneidet,  und  bestimme 
eine  rationale  Zahl  x,  welche  als  Index  im  Netze  abc  den  Punkt  p 
genau  oder  doch  hinreichend  genau  wiedergiebt;  die  Zahl  .r,  als 
Index  im  Netze  ccßs  aufgefasst,  darf  für  einen  hinreichend  genauen 
Repräsentanten  des  Strahles  q  erklärt  werden.  Auf  diese  Bestim- 
mung kann  man  immer  zurückgehen,  wenn  in  einem  einförmigen 
Gebilde  vier  Elemente  ab'c'p'  gegeben  sind  und  gefragt  wird,  ob 
zu  p  ein  Index  im  Netze  ab' c  gehört;  denn  man  kann  im  Büschel  ctß 


190  §  23.    Die  stetige  Zahlenreihe  in  der  Geometrie. 

den  Strahl  p  derart  construiren,  dass  die  Figuren  aßeg  und  a'h'e'p' 
projectiv  werden,  und  darf  dann  die  nach  der  obigen  Vorschrift 
bestimmte  Zahl  x1  als  Index  im  Netze  ab'  e  aufgefasst,  für  einen 
hinreichend  genauen  Repräsentanten  des  Elementes  p'  erklären. 

Da  hiermit  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  in  jedem  einför- 
migen Gebilde  die  Lage  eines  beliebigen  Elementes  ge- 
gen drei  feste  durch  eine  gewöhnliche  Coordinate  und 
folglich  auch  durch  zwei  homogene  Coordinaten  hinrei- 
chend genau  zu  bezeichnen,  so  wird  die  entsprechende  For- 
derung zunächst  für  die  Gebilde  zweiter  Stufe  ebenfalls  erfüllbar. 
Sind  z.  B.  abce  vier  Funkte  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen,  p  ein  Punkt  der  Ebene  abc  ausserhalb  der 
Geraden  bc  ca  ab,  so  untersucht  man,  wie  der  Strahl  ap  gegen 
die  Strahlen  ab  ac  ae  liegt,  der  Strahl  bp  gegen  bc  ba  be,  u.  s.  w. 
Hat  man  zwei  dieser  Strahlen  möglichst  genau  durch  Indices  in  den 
betreffenden  Netzen  dargestellt,  so  geben  die  drei  homogenen  Coor- 
dinaten, welche  nach  §  22  Seite  178  den  beiden  Indices  entsprechen, 
die  Lage  des  Punktes  p  mit  hinreichender  Genauigkeit  an.  Ver- 
steht man  endlich  unter  ABTAE  fünf  Punkte,  von  denen  keine 
vier  in  einer  Ebene  liegen,  unter  p  einen  Punkt  ausserhalb  der 
Ebenen  BTA  TAA  AAB  ABT  oder  eine  Ebene  ausserhalb  der 
Bündel  ABTA,  so  ergeben  sich  aus  drei  Indices- Bestimmungen  die 
vier  homogenen  Coordinaten  eines  mit  p  genau  oder  annähernd  zu- 
sammenfallenden Elementes,  und  wenn  es  sich  darum  handelt,  die 
Lage  einer  Geraden  zu  bezeichnen,  so  werden  zwei  an  ihr  gelegene 
Punkte  oder  Ebenen  benutzt. 

Uebrigens  kann  man  als  gegebene  Elemente  in  letzter  Linie 
stets  eine  Anzahl  von  eigentlichen  Punkten  ansehen,  welche 
möglichst  genau  durch  eigentliche  Punkte  des  Netzes  ABTAE  dar- 
zustellen sind.  Dabei  wird  man  die  zwischen  den  gegebenen  Elemen- 
ten stattfindenden  Beziehungen  berücksichtigen;  sollen  z.  B.  vier 
Punkte  p  qr  s  in  einer  Ebene  liegen,  aber  p  q  r  nicht  in  einer  Ge- 
raden, so  sucht  man,  nachdem  die  Punkte  p  qr  und  also  auch  die 
Ebene  pqr  dargestellt  sind,  von  den  drei  für  s  erforderlichen  In- 
dices nur  zwei  direct  auf,  während  man  den  dritten  aus  der  Be- 
dingung für  das  Aneinanderliegen  der  Ebene  pqr  und  des  Punktes  s 
berechnet,  u.  s.  w. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  nur  Punkte  als  gegeben 
betrachten.  Wenn  diese  nicht  durchweg  mit  Punkten  des  Netzes 
ABTAE  genau  zusammenfallen,  wenn  also  die  den  ermittelten 
Coordinaten  entsprechende  Figur  nicht  genau  mit  der  gegebenen 
übereinstimmt,  so  kann  doch  die  analytische  Untersuchung  sich  nur 
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auf  die  erstere  beziehen,  and  ihre  Resultate  irerden  an 

sich  wwr  armähernd  bestätigen.    In  j  «,•  «1  «■  m  Falle  ;t  h .-  r  gelten  ffir 

die  analytische  Untersuchung   folgende   Bestimmung 

1.  Jedes  System  von  vier  reellen,  rationalen  oder  irrationalen! 
aber  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Zahlen  c,  v2x9xt  irird 
ein  in  dem  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensysteme  mit  den  homo- 
genen Coordinaten  xlx2x9x4  behafteter  mathematischer  Punkt 
genannt.     Dabei   sollen  alle  Systeme  o./,  o  / 

beliebige,  endliche  und  von  Null   verschiedene  X.lI;I  bedeutet, 
aber  nur  solche  —  Repräsentanten  eines    und    desselben  Punktes 
sein. 

2.  Von  den  mathematischen  Punkten,  welche  einer  linearen 
Gleichung 

UlXl  -f-  U2X.,  -j-  «3^.j  -f-  «,;/',  =  0 

genügen,  sagen  wir,  dass  sie  in  einer  mathematischen  Ebene 
liegen,  und  nennen  «,  u.,  to3  U4  die  homogenen  Coordinaten  dieser 
Ebene. 

3.  Von  den  mathematischen  Punkten,  welche  gleichzeitig  in 
zwei  Ebenen  enthalten  sind ,  welche  also  zwei  lineare  Gleichungen 

ÜA  X{  -f-  U2%2  +  «.-!  0CS  +  UiXi  =  0,    VxXx-\-  r.-,X.,  -j-  V3X3  +  V4X4  =  0 

erfüllen,  sagen  wie,  dass  sie  in  einer  mathematischen  gera- 
den Linie  liegen. 

Ziehen  wir  hieraus,  ehe  wir  weitere  Bestimmungen  treffen, 
einige  Folgerungen.  Vier  mathematische  Punkte  (.r,  ./.,  ./•..  x4  \ 
(qJ\  V-il/zVi))  {0\sig$  ^4)1  (hht.\h)  ^egen  dann  und  nur  dann  in 
einer  Ebene*),  wenn  die  Determinante  27  +  xly.2z3ti  verschwindet. 
Drei  Punkte  (x^^x^x^) ,  {y^y-iVilU)-,  (2\Z2Z$S\)  hegen  dann  und  nur 
dann  in  einer  Geraden,  wenn  alle  Determinanten  aus  je  drei  Co- 
lonnen  des  Systemes 

iA/1  *//.)  tVo  w\ 

V\     V>i     Vi    V* 

g\     0-i     %     zi 

verschwinden.    Nimmt  man  in  einer  Ebene  drei  Punkte  (ala.,a..a]), 

(&J&2&3&4),  (CiC2c3c4)  an>   welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,   so 

werden  alle  Punkte  der  Ebene  durch  die  Zahlensysteme 

?<«,  -f-  lbx  -f-  ,uct,     Ä«,,  +  A&2  -f-  fiCjj     xa3  +  ^ ^3  +  P (;? > 

xa4  +  Afc,  +  ftc4 

repräsenlirt ,  wo  KÄp  unabhängig  von  einander  alle  reellen  Wert  he 


*)  Das  Beiwort  „mathematisch"  wird  bei  den  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  im  Folgenden  weggelassen,  dagegen  worden  die  eigentlichen  oder 
durch  eigentliche  Elemente  definirten  Elemente  besonders  kenntlich  gemacht. 
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durchlaufen,  aber  nicht  zu  gleicher  Zeit  Null  werden  dürfen;  die 
Werthe  qx  qX  qu,  wo  q  beliebig,  aber  weder  Null  noch  unendlich, 
—  und  nur  diese  —  stellen  denselben  Punkt  dar,  wie  x  X  \i.  Nimmt 
man  in  einer  Geraden  zwei  Punkte  {axa2a%a^,  (filb2b3b4)  an,  so 
werden  alle  Punkte  der  Geraden  durch  die  Zahlensysteme 

xa4  -f-  Xb{,     xa2  -\-  Xb2,     xa3  -f-  Xbz,     xa4  -f-  Xb4 

repräsentirt,  wo  x  X  unabhängig  von  einander  alle  reellen  Werthe 
durchlaufen,  aber  nicht  zu  gleicher  Zeit  Null  werden  dürfen;  behält 
q  die  obige  Bedeutung,  so  stellen  die  Werthe  qx  qX  —  und  nur 
diese  —  denselben  Punkt  dar,  wie  x  X.  —  Werden  die  auf  das  An- 
einanderliegen  der  „Elemente":  Punkt,  gerade  Linie,  Ebene  be- 
züglichen Ausdrücke  und  Bezeichnungsweisen  in  dem  früher  erklärten 
Sinne  weiter  beibehalten,  so  erkennt  man  ,  dass  in  den  vorstehenden 
Bemerkungen  die  Worte  „Punkt"  und  „Ebene"  mit  einander  ver- 
tauscht werden  dürfen,  und  dass  die  Sätze  1.  2.  4.  5.  7. — 15.  des 
achten  Paragraphen  gültig  bleiben.  Das  Element  (xt  x2  x%  x4)  werde 
mit  x  bezeichnet  u.  s.  w.  Sind  dann  vier  Ebenen  eines  Büschels 
gegeben,  und  nimmt  man  auf  der  Axe  des  Büschels  zwei  Punkte 
x,  y  und  in  jenen  Ebenen,  aber  ausserhalb  der  Axe,  vier  Punkte 
resp.  p,  q,  r,  s,  so  stellt  der  Quotient 

[xypr)  (xygs) 
(xyqr)  (xyps)  ' 

wo  z.  B.  {xypr)  die  Determinante  2?+  x\.y-iPirA  bedeuten  soll,  eine 
nur  von  den  gegebenen  Ebenen  abhängige  Zahl  vor.  In  Rücksicht 
hierauf  schreibt  man 

4.  in  dem  Büschel,  dessen  Axe  die  Punkte  x  und  y  enthält, 
den  vier  Ebenen,  welche  nach  den  Punkten  p}  q,  r}  s  (in  dieser 
Reihenfolge)  hingehen,  ein  bestimmtes  Doppelverhältniss  zu, 
welches  durch  den  Ausdruck 

(xypr)  (xyqs) 
(xyqr)  (xyps) 

definirt  wird.     Ebenso  wird 

5.  auf  der  Geraden,  in  welcher  die  Ebenen  u  und  v  sich 
durchschneiden,  für  die  vier  Punkte,  durch  welche  die  Ebenen 
a,  /3,  y,  d  (in  dieser  Reihenfolge)  hindurchgehen,  der  nur  von 
diesen  vier  Punkten  abhängige  Ausdruck 

(uvay)  (uvßd) 
(uvßy)  {uvccd) 

als  Doppelverhältniss  eingeführt. 

Sind  a,  ß,  y,  d  die  Ebenen  xyp,  xyq,  xyr,  xys,  so  kann 
man  wählen: 
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«4  2H    ','/,/- 


ii.  b.  w.  und  erhall 

i  ii  ruy)  =  — 


a,  a2  a3  «, 


•'  I      '  '     '  |    :/'l 

.'/,  //,  '/:  y4 

r\  r-J  ''.  ''.  '     '    ' 


wo   /..  \i.  ux-^uixi  -f-  n.,x2  -f-  «.,;/•.,  -f-  m4#4.      Da  a,       i         0, 
ar  =  —  (xypr)}  so  wird 

(««ay)  =  (xypr)  (iixVy  —  u  i 
ebenso 

(nvßd)  =  (xyqs)  (uxvy  —  wy  0») 
u.s.w.  Die  Differenz  ?<xt'v  — My«?»  ist  nicht  Null,  folglich  habeo 
die  Ebenen  aßyd  dasselbe  Doppelverhältniss,  wie  die  perspective 
Punktreihe  auf  der  Geraden  uv.  Man  schliesst  hieraus:  Je  ewei 
perspective  Punktreihen  haben  einerlei  Doppelverliiiltniss,  ebenso 
je  zwei  perspective  Ebenenbüschel. 

(!.  Das  feste  Doppelverhältniss  aller  Punktreihen  und  Ebenen- 
büschel, welche  mit  vier  Strahlen  eines  Strahlenbüschelfl  perspec- 
tiv liegen,  wird  das  Doppelverhältniss   der   vier   Strahlen 
genannt. 
Das  Doppelverhältniss  von  vier  Elementen   abcd  eines   einför- 
migen  Gebildes   ist   also  gleich   dem   Doppelverhältnisse  jeder   pro 
jectiven  Figur.     Dasselbe  soll  auch  der  Index  von  d  im  Netze  ab< 
genannt  werden;   ist   sein  Werth  eine  ganze  Zahl  n ,   so  soll  (/  das 
nte  Element  des  Netzes  abc  heissen. 

7.  Sind  ab  c  d  vier  Elemente  in  einem  einförmigen  Gebilde, 
so  sagt  man  von  den  Paaren  ab  (oder  ba)  und  cd  (oder  de), 
dass  sie  getrennt  oder  nicht  getrennt  liegen,  je  nachdem  das 
Doppelverhältniss  von  ab  cd  negativ  oder  positiv  ist. 

Die  Worte  „Punkt"  und  „Ebene"  können  auch  jetzt  überall 
mit  einander  vertauscht  werden. 

Die  so  eingeführten  Begriffe  werden  wieder  graphische  oder 
projeetive  genannt.  Aus  ihnen  werden  alle  Begriffe  und  Be- 
zeichnungen, welche  wir  in  der  projeetiven  Geometrie  ein- 
geführt hatten,  auch  jetzt  in  gleicher  Weise  abgeleitet.  l>i<^  ist 
freilich  nur  deshalb  zulässig,  weil  alle  graphischen  »Sätze  —  und 
zwar  jetzt  ohne  jeden  Vorbehalt  —  gültig  bleiben ,  wie  zunächst  in 
Kürze  gezeigt  werden  soll. 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  pqrs  einer  Geraden 
lässt  sich  nämlich  auf  eine  einfache  Form   bringen,  wenn  man  zwei 

Pasch,  Vorlesungen.  13 
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weitere  Punkte  a  b  der  Geraden  einführt  und  dann  für  i  —  1,  2, 
3,  4  setzt: 

Pi  =  a>i  +  xh,   q_i  —  cti  -f-  ?>b'iy  r<  =  a8-  -j-  fi&;,   $  =  a2-  rrjrr  vfa., 
wodurch    unter   vorübergehender  Benutzung  von   zwei  willkürlichen 
Punkten  xy  auf  einer  die  vorige  nicht  schneidenden  Geraden  jenes 
Doppel  verhältniss 

(xy  pr)  (xy  qs)  =  (k  — fp  (l  —  v) 
(xy  qr)  (xyps)         (l  —  fi)  (*  —  v) 

sich  ergiebt.  Aus  dieser  Form  leitet  man  sofort  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  durch  Permutation  der  Punkte  pqrs  sich  er- 
gebenden Doppel  Verhältnissen  ab,  wie  er  in  §  21  Seite  173  an- 
gegeben ist,  und  überträgt  ihn  auf  beliebige  einförmige  Gebilde. 
Man  beweist  ferner  für  fünf  Elemente  pqrst  eines  einförmigen 
Gebildes,  dass  die  Doppelverhältnisse  der  drei  Figuren  pqst,  pqtr, 
pqrs  als  Product  die  Einheit  liefern.  Daraus  folgt  die  Richtigkeit 
der  vier  letzten  Sätze  des  §  7.  Von  den  graphischen  Sätzen  des 
neunten  Paragraphen  braucht  nur  einer  hier  bewiesen  zu  werden, 
etwa  der  dritte;  behält  man  die  dortigen  Bezeichnungen  bei,  so 
liefern  die  Doppelverhältnisse  der  Figuren  KLii',  LJlclc,  JKIV 
das  Product  Eins  (vgl.  die  Betrachtung  auf  Seite  178) ;  wenn  also  das 
erste  Doppelverhältniss  negativ  und  das  zweite  positiv  ist,  so  ist 
das  dritte  negativ.  Die  graphischen  Sätze  der  §§  10 — 12  werden 
aus  den  vorhergehenden  graphischen  Sätzen  gefolgert.  —  Figuren 
mit  gleichem  Doppelverhältniss  sind  projectiv.  Das  Doppelverhält- 
niss von  vier  harmonischen  Elementen  ist  negativ  und  gleich  sei- 
nem reciproken  Werthe ,  also  =  —  1 .  Je  vier  Elemente  mit  dem 
Doppelverhältniss  —  1  sind  harmonisch. 

Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  findet  man : 

<!h\  (xyas)(xybp)  v        ?**,  v        ?hsA  v 

ind  p  =  ,      7  ;  ,  \  =  — ,     md  q  =  --  ,     nid  r  —  — , 

L         (xy  os)  (xy  ap)         %  7  -  l  7  a7 

V  V 

md  a  =  ^xypr^  (xyva>  M  '.fc'— *)  l  M  I^^Jl  . 
(xy  qr)  (xy  pa)         (fi  —  l)  y.  v        v  ' 

l        fi 
wenn   also   im  Netze   abs    der  Index   von  r  zwischen   den  Indices 
von  p  und  q  liegt,    so   ist  das  Doppelverhältniss  der  Punkte  pqra 
negativ,  die  Paare  pq  und  ra  liegen  getrennt.  —  Die  Punkte  pqra 
liegen  harmonisch  unter  der  Bedingung 

JL  -_  Jl  _i_  Jl 

Diese  ist  u.  A.  erfüllt,  wenn  p,  g,  r  im  Netze  abs  die  Indices  n  —  1, 
n  -j-  1,  n  besitzen,    wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,   d.  h.  auch  bei 
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der  jetzigen  Definition  der  ganzzahligen  Lndicee  wild  dei  l 

l'unkt  des  Netzes  eom  (n  -f-  1/"  durch  «1-n  //" "  und  den  Nullpunkt 
harmonisch  getrennt',  die  Definitiou  falll  also  um  der  froheren  zu- 
sammen. Werden  nun  in  einer  Geraden  «li'-  Punkte  AB{  durch 
BqP  getrennt,  isi  also  «las  Doppelverhältnisa  der  Punkte  .!//,/-'  7' 
negativ,    folglich   das   der   Punkte    AB0BtP  I.   is,   ist 

ferner  w  die  grösste  positive  ganze  Zahl,  welche  den  Indes  ron  /' 
im  Netze  .1  /'"(,/'i  nullt  übersteigt,  />'„  der  nu  and  /<'  ;  ,  der  n  4-  1  ll 
Punkt  des  Netzes  AB0Bif  so  fallt  entweder  B  mit  P  znaamraei 
oder  (der  Index  von  P  fällt  zwischen  w  und  >/  -f~  '  and)  es  werden 
BnBn+i  durch  J  /'  getrennt.  Damit  ist  jenes  graphische  Theorem 
des  §  15  (Seit«;  120)  erw iesenj  weicheis  auf  dem  damaligen  Stand- 
pnnkte  nicht  ans  graphischen  Sätzen  deducirt  werden  könnt'',  und 
es  schliessen  sieh  daran  ohne  Weiteres  alle  Übrigen  graphischen 
Sätze  an,  welche  wir  in  dm  §§  15 — 18  abgeleitet  haben.  —  Di< 
Paare  pq  und  rs  sind  für  (i  äquivalent  unter  der  Bedingung 

i.i         i     ,    t         ,i         i         i         i 
,    - =       +      ,    oder       —       =  - 

X  f.1  H         '        V  H  X  (I  V 

Ihn    alle  Sätze   des  £  21    auf  irrationale   Indices  ausdehnen    zu 
können,  bemerken   wir,  dass 

l         l 

ind  r  =  md  a  =  -) %—  =   t 

(X  —  X)   (JL  1  1 

und  detiniren  für  beliebige   Lage  der  fünf  Punkte: 

/  •  ■ '  -      - 

ind  {pq)  _   't'        j!  , 

x  ~~  X 
so  dass 

ind  \x>qj  =  ind  r 
und  mithin,  wenn  für  a  diu  Paare  pq  und  rt  äquivalent  sind: 

ind  \pqf  =  ind  \rtj  =  ind  s, 

eine  Erklärung,  welche  mau  für  die  in  §  21  betrachteten  Punkt* 
reihen  leicht  mit  der  dort  gegebenen  in  Uebereinstimnning  bring«. 
Die  in  §  21  gegebenen  Sätze  werden  jetzt  auch  für  nicht  durch- 
weg rationale  ludices  als  gültig  erkannt,  zunächst  in  der  Punkt- 
reihe,  in  Folge  dessen  aber  auch  im  Strahlen-  und  Ebenenbüschel. 
Dadurch  kommen  schliesslich  auch  in  §  22  die  Beschränkungen  in 
Wegfall,  wonach  die  Coordinatenverhältnisse    rationale  Zahlen  sein 
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niussten  und  nur  diejenigen  Elemente  durch  Coordinaten  darstellbar 
waren,  welche  sich  aus  den  das  Coordinatensystem  bestimmenden 
Elementen  durch  gewisse  Constructionen  ergeben.  Der  Coordinaten- 
begriff  wird  derart  erweitert,  dass  aus  irgend  fünf  Punkten,  von 
denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  ein  Coordinatensystem  ge- 
bildet werden  kann,  wobei  die  Doppelverhältnisse  in  jedem  Coor- 
dinatensysteme  in  gleicher  Weise  aus  den  Coordinaten  berechnet 
werden  und  die  Bedingung  des  Aneinanderliegens  von  Punkt  und 
Ebene  immer  die  nämliche  Gestalt  besitzt. 

Die  Stammbegriffe  der  projectiven  Geometrie  haben  durch  die 
vorstehenden  Festsetzungen  diejenige  umfassendere  Bedeutung  er- 
langt, auf  welche  am  Ende  des  15ten  Paragraphen  hingewiesen 
wurde.  Um  den  dort  besprochenen  Satz  aufstellen  zu  können,'  be- 
darf es  nur  noch  der  Bestimmung,  dass 

8.  wenn  abc  eigentliche  Punkte  auf  einer  Geraden  sind,  c 
zwischen  a  und  b  gelegen,  jeder  durch  «und  b  nicht  von  c  ge- 
trennte Punkt  der  Geraden  ab  ein  „Punkt  der  Strecke  ab" 
oder  ein  „zwischen  a  und  b  gelegener  Punkt"  und 

9.  wenn  d  und  c  Punkte  der  Strecke  ab  sind,  jeder  durch 
d  und  e  von  a  oder  b  getrennte  Punkt  f  der  Geraden  ab  ein 
„zwischen  d  und  e  gelegener  Punkt"  genannt  wird. 

Von  den  Punkten  der  Strecke  ab  gelten  die  Sätze  6. — 18.  und 
die  Definition  4.  des  ersten  Paragraphen;  zum  Beweise  kann  man 
die  Indices  im  Netze  abc  einführen,  wobei  die  Punkte  der  Strecke 
ab  allen  positiven  Werthen  entsprechen  und  der  Index  von  /'zwi- 
schen die  Indices  von  d  und  e  fällt  (vgl.  §  21  Seite^Hß).  Nehmen 
wir  nun  innerhalb  einer  geraden  Strecke  AB  den  uneigentlichen 
Punkt  22,  und  setzen  wir  voraus,  dass  auf  der  Geraden  AB  Punkte 
Ax  A2  AB  .  .  .  in  unbegrenzter  Anzahl  definirt  werden.  Im  Netze 
ABB  seien  a1a2as  . .  .  die  Indices  der  Punkte  AlA2A3  .  .  .;  diese 
positiven  Zahlen  besitzen  eine  positive  untere  Grenze  c,  derart  dass 
keine  jener  Zahlen  unter  den  Werth  c  sinkt,  dass  aber,  wenn  d 
irgend  eine  über  c  gelegene  Zahl  bedeutet,  nicht  alle  Zahlen 
ala2a3  .  .  .  über  d  liegen.  Ordnet  man  den  Indices  c  und  d  die 
Punkte  C  und  D  zu,  so  fällt  C  entweder  nach  B  oder  zwischen 
A  und  B;  kein  Punkt  der  Reihe  AtA2A3  .  .  .  liegt  zwischen  B 
und  C;  zwischen  A  und  D  liegen  nicht  alle  Punkte  der  Reihe. 
Damit  ist  der  in  §  15  Seite  125  f.  formulirte  Satz  bewiesen,  zugleich 
aber  auch  der  allgemeinere: 

Sind    drei    Elemente    ABF  in    einem    einförmigen    Gebilde 

gegeben,  und  kann  man  in  diesem  Gebilde  Elemente  Ax  A2  A3  .  .  . 

in  unbegrenzter  Anzahl  definiren,  welche  von  F  durch  A  und  B 
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getrennt  werden;  so  existiri  ein  ron  /■'  dnreh  .1  and  B  getrenn- 
tes oder  mit  B  identische«  Element  C,  derart  data,  irie  in 
von  /■'  und  .1  durch  0  getrennte  Element  I>  in  dem  Gebilde 
gelegen  sein  mag,  nicht  alle  Elemente  der  Reihe  .l,.i  .1  ..  . 
durch  A  and  D  ron  F  getrennt  werden,  während  k<-m  Element 
der  Reihe  durch   />'  and  0  ron  P  getrennt  wird. 

Diesen  Batz  kann  man  beispielsweise  bei  der  Aufsuchung 
Doppelelemente  einer  Involution  im  einförmigen  Gebilde  anwenden. 
Diu  Involution  ist  durch  swei  Elemenlenpaare  bestimmt;  liegen  die 
Paare  getrennt,  so  sind  keine  Doppelelemente  vorhanden  §  16 
»Seite  131).  Demnach  seien  etwa  auf  einer  Geraden  h  die  Punkte- 
paare a«,  bß  in  nicht  getrennter  Lage  gegeben;  die  Paare  aß,  ba 
mögen  getrennt  liegen.      Nimmt    man    auf  h   den    Tunkt   c  zui- 


a         b  c         t         y  ß         « 

b  und  ß  für  den  Grenzpunkt  a  und  nennt  y  den  homologen  Tunkt 
in  der  durch  die  Paare  a«,  bß  bestimmten  Involution,  so  liegt  t'ir 
a  auch  y  zwischen  b  und  ß  (§  16  Seite  131),  folglich  y  entwedei 
zwischen  b  und  c  oder  zwischen  c  uud  ß.  Fassen  wir  nur  die- 
jenigen Lagen  von  c  ins  Auge,  bei  denen  das  letztere  eintritt,  and 
nennen  wir  /'  dvn  durch  diese  Punktinenge  nach  dem  vorstehenden 
Satze  bestimmten  Punkt  der  Geraden  h  zwischen  b  und  ß,  so  liegt 
f  zwischen  c  und  y  (denn  zwischen  ß  und  y  liegt  kein  Pijnkt  i  : 
jedem  Punkte  /wischen  b  und  f  entspricht  in  der  Involution  ein 
Punkt  zwischen  ß  und  /j  und  umgekehrt;  folglich  entspricht  / 
selbst,  ebenso  (§  IG  Seite  131)  der  vierte  harmonische  Punkt  g  zu 
acef.  Sind  also  in  einem  einförmigen  GebüeU  ewei  nickt  getrennte 
Elementenpaare  gegeben,  so  besitzt  die  dadurch  bestimmte  Invoi 
zwei  Doppelelemente.  Die  Frage  nach  den  Doppelelemen  t  en 
zweier  aneinanderliegenden  einförmigen  Gebilde, 
welche  projeetiv,  aber  weder  äquivalent  noch  involu- 
torisch  sind,  lässt  sich  auf  den  Fall  der  Involution  zurückfüh- 
ren; denn  solche  Doppelelemente  müssen  zugleich  Doppelelemente 
der  durch  die  gegebene  Projectivität  nach  dem  letzten  Satze  de? 
§  16  bestimmten  Involution  werden,  und  umgekehrt*). 

Zu    demselben    Ergebniss    bezüglich    der    Involution    führt    die 
Gleichheit  der   Doppelverhältuisse   (abßx)    und   (aßb%)    ffir   conju- 
girte  Elemente  0f|.     Setzt  man  zur  Abkürzung  die  negative  G 
(aßbec)  —  —  m,  so  wird 
{a  bß .')  =  1  —  (a  ß  6  x) , 

*)  Vgl.  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Jahr-   »  S.  IU. 
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(nßl>±\  =  iocßba)  _  1  +  m  1  + w 

+    iaßb£) 

(l  —  (aßbx)^  (in  +  (aßb^j  =  (1  +  m)  {aßbt). 

Wird  x   ein  Doppelpunkt,   werden   also   (aßbx)   und    (aßb£,)   einer 
und  derselben  Zahl  tp  gleich,  so  kommt:  <p2-f-  2mcp  =  m  und 


cp  =  —  m  +  ]/m  (m  -f-  1). 
Diese  beiden  Werthe  von  (p  sind  die  Coordinaten  der  Doppelpuukte 
f  und  g  im  Netze  a/3&.     Da  m  (w  -f-  1)  <  (1  -f-  m)"1 ,  so  entspricht 
dem   oberen   Zeichen   ein  Werth   (aßbf)    zwischen  0  und   1,    dem 
unteren  ein  Werth  (aßbg)  <  —  m. 

Beide  Werthe  sind  im  Allgemeinen  irrational,  und  es"  ent- 
steht daher  die  Frage,  was  dieselben  geometrisch  zu  bedeuten  haben. 
Dabei  können  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  gegebenen 
Punkte  a,  a,  b,  ß  eigentliche  Punkte  einer  Geraden  sind;  m  ist 
dann  eine  positive  rationale  Zahl  und  bezeichnet,  als  Index  im 
Netze  aßb  aufgefasst,  die  Lage  des  Punktes  a  oder  eines  von  cc 
nicht  merklich  verschiedenen  Punktes,  der  für  die  weitere  Betrach- 
tung an  Stelle  von  a  tritt.  .  Der  Index  von  f  in  jenem  Netze 

(aßbf)  =  xx    wo  0  <  x  <  1, 

ist  im  Allgemeinen  irrational,  aber  auch  wenn  er  rational  ist,  so 
kann  e^  vorkommen,  dass  er  mehr  Constructionen  verlangt,  als  die 
Figur  auszuführen  gestattet.    Man  bestimme  nun  die  positive  ganze 


ab  Av      BB  e2       ß  a 

Zahl  A  so  gross,  dass  der  dem  Index  A  im  Netze  ßab  entsprechende 
Punkt  e1  mit  ß  eine  Strecke  begrenzt,  welche  nicht  grösser  ist,  als 
die  auf  Seite  188  definirte  Strecke  MN.  Wenn  im  Netze  aßet 
den  Indices  2,  3,  .  .  .  die  Punkte  e2}  e3,  ...  entsprechen,  so  ist 

(aßbej^j-,     (aßbe2)  =  j-,     (aßbe3)  =  j-,  •  •  •; 

die  Gebilde  aeiße2,  ae2exe%,  ae3e2e4,  ...  sind  harmonisch,  und 
nach  §  14  Seite  117  sind  die  Strecken  e{e2,  e2es,  .  .  .  kleiner  als 
die  Strecke  ßei ,  folglich  auch  kleiner  als  MN.     In  der  Reihe 

n    —    —  w'~ 1     1 

seien  aw,   aw  -\ diejenigen  Zahlen,   zwischen  denen  x   liegt,   Aw 

und  Bw  seien   die    entsprechenden  Punkte,   und  in  der  Reihe  2,  3, 
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.  .  .,  A  sei  /  die  erste  Zahl,  für  welche  <li<-  Strecke  A.H  nicht 
grösser  als  71/ Ar  ausfällt,     l-t  dann  a   unter  den  Zahlen 

II!  1        •;  r  —  1 

•2  '       :;  '    8  :  '  '        r  '     ,    -     '  '  '  ' 

niclii  anzutreffen,  so   nenne  man  /"   einen  eigentlichen  Punki  zwi- 
schen A„  und  //„;  von  den  mii  A    mnl  Ji    in   der  Involution 
jugirten    Punkten    liegi    einer   ausserhalb    der   Strecke    .1    /.' .    <l<r 
andere  • —  etwa  der  mit  AF  conjugirte    -  fallt  zwischen   .1    nnd 

//„  und  ist  also  nicht  merklich  von  /"  verschieden.  Da  hiernach 
Äpf  annähernd  als  ein  Paar  der  Involution  zu  betrachten  sind,  bo 
ist  /"  von  seinem  cönjugirten  Punkte  nicht  merklich  verschieden 
und  hat  wenigstens  annähernd  die  Eigenschaften  des  Punktes  /. 
Deshalb  wird  bei  der  Anwendung  der  analytischen  Geometrie  der 
eigentliche  Punkt,  den  wir  vorhin  f  genannt  haben,  geradezu  mii 
f  bezeichnet  und  als  der  dem  Index  x  entsprechende  Punki ,  also 
als  Doppelpunkt  der  Involution  angesehen.  —  Nach  der  Ausein- 
andersetzung auf  Seite  1.89  lässt  sich  dieses  Ergebniss  auf  beliebige 
Involutionen  in  einförmigen  Gebilden  übertragen. 

Um  die  berührte  Frage  allgemein  aufzufassen,  nehme  ich  an, 
dass  auf  analytischem  Wege  ein  Punkt  /  ermittelt  sei,  welcher  zu 
einer  durch  eigentliche  Elemente  eines  Netzes  ABTAE  i  vgl.  S.  11»*», 
gegebenen  Figur  in  einer  vorgeschriebenen  projeetiven  Beziehung 
steht.  Wir  haben  dann  für  jenen  Punkt  Coordinaten  /,/j/,/,, 
deren  Verhältnisse  reell  sind,  aber  nicht  rational,  oder  doch  zur 
genauen  Construction  nicht  geeignet  zu  sein  brauchen.  I>a>  vor- 
ausgeschickte Beispiel  mag  genügen,  um  erkennen  zu  lassen,  dass 
immer  ein  eigentlicher  oder  durch  eigentliche  Strahlen  darstellbarer 
Punkt  existirt,  welcher  zur  gegebenen  Figur  genau  oder  annähernd 
in  der  verlangten  Beziehung  steht.  Dieser  Punkt  wird  bei  der 
Anwendung  der  analytischen  Geometrie  geradezu  mit 
/"bezeichnet  und  als  der  geometrische  Repräsentant  des 
Werthsystemes  fif^fifn  angesehen. 

Die  gegebene  Figur  kann  um  den  jetzt  mit  f  bezeichneten  Punkt 
erweitert  und  die  erweiterte  Figur  von  Neuem  der  analytischen 
Behandlung  unterworfen  werden.  Sucht  man  aber  den  Ursprung* 
Jiehen  Bestimmungen  gemäss  Coordinaten  im  Netze  ABTAE  zu 
ermitteln,  so  fallen  deren  Verhältnisse  nicht  immer  rational  aus  und 
brauchen  jedenfalls  mit  den  Verhältnissen  der  Zahlen  j\l:f:j\  — 
welche  wir  doch  soeben  als  Coordinaten  von  f  hingestellt  haben  — 
nicht  übereinzustimmen.  Der  hierin  gelegene  Widerspruch  wird 
nur  dadurch  gehoben,  dass  wir  der  Ungenauigkeit,  welche  den 
Coordinaten  anhaftet,  gehörig  Rechnung  tragen.    Jede  Coordinaten- 
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bestinimung  wurde  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  in  der  Verbin- 
dungslinie zweier  eigentlichen  Punkte  B,  E  die  Lage  des  zwischen 
B  und  E  gelegenen  eigentlichen  Punktes  p  durch  einen  Index 
im  Netze  ABE  darzustellen,   wobei  wir  A  ausserhalb   der  Strecke 

BE  annahmen.     Waren  —  und  —  die  Indices   zweier   eigentlichen 

Punkte  ti  und  Je',  zwischen  denen  p  liegt,  derart  dass  innerhalb 
der  Strecke  h'lz  einzelne  Punkte  nicht  mehr  von  einander  unter- 
schieden werden  können ,  und  liess  sich  zu  der  zwischen  —  und  — 

gelegenen  rationalen  Zahl  £  ein  eigentlicher  Punkt  construiren,  so 
war  derselbe  von  p  nicht  merklich  verschieden,  und  wir  nahmen 
deshalb  |  als  Coordinate  von  p  im  Netze  ABE.  Diese  Bestim- 
mung müssen  wir  jetzt  dahin  erweitern,  dass  jede  zwischen  —  und 

—  gelegene   —   rationale   oder  irrationale  —  Zahl  ,§'   mit  gleichem 

Rechte  als  Coordinate  von  p  genommen  werden  kann;  denn  sucht 
man  |'  auf  die  vorhin  erörterte  Weise  innerhalb  der  Strecke  BE 
darzustellen,  so  gelangt  man  zu  einem  von  p  nicht  merklich  ver- 
schiedenen Punkte.  Dadurch  ordnen  wir  dem  Punkte  p  eine  ste- 
tige Folge  von  Zahlen  zu,  deren  jede  die  Lage  von  p  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  wiedergiebt;  und  die  Coordinatenverhältnisse 
überhaupt  erhalten,  indem  jedes  aus  einer  gewissen  Zahlenfolge 
willkürlich  entnommen  werden  darf,  diejenige  Unbestimmtheit, 
welche  durch  die  am  Schluss  der  Einleitung  schon  hervorgehobene 
Ungenauigkeit  der  geometrischen  Begriffe  bedingt  wird.  Die  Rech- 
nung folgert  aus  gegebenen  Zahlenrelationen  andere,  welche  mit 
jenen  unbedingt  zusammenbestehen,  und  bringt  aus  gegebenen 
Zahlen  andere  hervor,  welche  vorgeschriebenen  Beziehungen  zu  den 
gegebenen  Zahlen  vollkommen  genau  entsprechen;  aber  die  Ueber- 
tragung  der  Figur  in  Zahlen  und  die  Rückkehr  von  den 
Rechnungsresultaten  zur  Figur  kann  nicht  mit  gleicher 
Genauigkeit  erfolgen. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  nur  graphische  Constructionen  in 
Betracht  gezogen,  aber  die  mit  dem  Begriff  der  Congruenz  zusam- 
menhängenden sind  nicht  minder  mit  Ungenauigkeit  behaftet.  Be-  • 
zeichnet  man,  wie  in  §  20  Seite  162,  mit  AB  DE  ad  eigentliche  Punkte 
einer  Ebene,  derart  dass  Aad  in  einer  Geraden,  A  zwischen  a  und 
d.  B  und  D  auf  einerlei  Seite  der  aa\  a  und  E  auf  verschie- 
denen Seiten  der  AB  liegen,  aB  und  AD  auf  ad  senkrecht 
stehen  und  die  Figuren  ABa,  BAE  congruent  sind,  so  fällt  in 
der  Euklidischen   Geometrie  der   Schenkel   AE  mit  dem    Schenkel 
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AB  zusammen,  in  der  Gl  ben  RUH  er  zwischen  die  fi 

AI)  innl  Aa,   in   der  Elieraann  sehen  zwischen  die  Schenkel  .1  /> 
und     Act.      Danach     isi    daa    Doppelverhalti 

.1  /;  h,i  /•.')    entweder    Null    oder    i 
positiv.    Der  V  •■  ra  u c li  Lehrt,  dasi  die  S 
kel    AI)    ii  ii  •  I    AI',    zusammen  fallen    oder 
doch    nii-lit    merklich   anseinan  en. 

Wir  sind  daher  berechtigt,  den  rYerth  j< 
Doppfllverhältnisses,  den  Endes  des  Btrahlea  AI. 
im  Netze  A(JBDa),  aus  einer  stetigen  Folge  von 
positiven  und  negativen  Zahlen,  welche  in 
wisser  Nähe  der  Null  liegen,  beliebig  zu  ent- 
nehmen; aber  wir  sind  nicht  genöthigt,  ihn  genau  gleich  Null  zu 
setzen,  wie  es  die  Euklidische  Geometrie  verlaugt,  welche  freilich 
für  die  von  uns  betrachteten  Figuren  (vgl.  §  1  »Seit'-  18)  hin- 
reichende Genauigkeit  besitzt. 


Big,  69. 


Berichtigungen. 

Seite  37,  Ueberschrift,  lies  „Strahlenbündel'1  statt  „Ebeneubündel". 

,,         64,  Ueberscbrift,  lies  ,, Anwendung"  statt  „Anwendung". 

„  119,  Pussnote,  lies  „Calcul"  statt  „Calcül". 

„  185  Z.  9  v.  o.  lies  jj,  statt  p>. 

,,  ,,  Z.  11  v.  o.  lies  p*  statt  px. 
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Zusätze. 
Zusatz  znr  Einleitung. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1887  Band  30  Seite  130,  1892  Band  40  Seite  149. 

Die  empiristische  Auffassung  der  Mathematik  und  das  Streben 
nach  lückenloser  Beweisführung  haben  für  die  in  diesem  Buche  vor- 
getragene Darstellung  der  Geometrie  die  Richtschnur  abgegeben. 
Die  Darstellung  führt  nur  bis  zur  Einführung  der  stetigen  Zahlenreihe 
in  die  projektive  Geometrie.  Sie  konnte  nicht  beanspruchen,  im 
einzelnen  als  die  allein  mögliche  zu  gelten;  sie  wollte  zeigen,  daß 
eine  Beschränkung  auf  diejenigen  Vorstellungen,  die  der  Anwendung 
auf  Naturgegenstände  tatsächlich  zugrunde  liegen,  durchführbar  ist, 
und  daß  diese  Beschränkung  uns  nicht  hindert,  die  hergebrachten,  als 
fruchtbar  und  zweckmäßig  bewährten  Vorstellungen  anderer  Art  eben- 
falls zu  erzeugen,  wenn  auch  nicht  in  dem  hergebrachten  Sinn. 

Zu  den  Vorstellungen  der  letzteren  Art  gehört  hauptsächlich  die,  die 
man  gewohnt  ist,  sich  vom  Punkt  zu  machen.  Die  Vorstellung,  die 
man  herkömmlicherweise  von  vornherein  mit  dem  Punkt  verbindet,  ge- 
winnen  wir  hier  erst  bei  dem  Abschluß  unserer  Entwicklungen  (§  23); 
erst  da  tritt  der  mathematische  Punkt  dem  physischen  gegenüber. 
Dabei  bedarf  man  eines  Grundsatzes  (S.  188),  der  den  Übergang  vom 
physischen  Punkt  zur  Zahl  mit  der  dem  einzelnen  Fall  ent- 
sprechenden Genauigkeit  sicherstellt.  Für  die  Rückkehr  vom 
mathematischen  Punkt,  d.  i.  von  den  Koordinaten,  zum  physischen 
Punkt  muß  schließlich  (S.  200)  die  Festsetzung  getroffen  werden,  daß 
zu  jedem  physischen  Punkt  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  mathe- 
matischen Punkten  gehört. 

Vergleiche  auch:  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung, 1882,  S.  12—14  und  S.  188. 

Die  Tatsache,  daß  die  geometrischen  Begriffe  mit  Ungenauigkeit 
behaftet  sind,  hat  zuerst  Klein  erörtert  in  dem  Aufsatz:  Über  den  all- 
gemeinen Funktionsbegriff  und  dessen  Darstellung  durch  eine  willkür- 
liche Kurve,  Sitzungsberichte  der  physikalisch -medizinischen  Sozietät 
zu  Erlangen,  8.  Dezember  1873,  wieder  abgedruckt  in  den  Mathem. 
Ann.  1883  Bd.  22  S.249;  siehe  auch:  Mathem.  Ann.  1890  Bd.  37  S.  571. 
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Namentlich  hat  Klein  der  in  der  physischen  Linie  gelegenen  Un- 
genauigkeit  einen  analytischen  Ausdruck  gegeben. 

Wenn  von  derjenigen  Vorstellung  des  Punktes,  der  Linie  und  der 
Fläche,  bei  der  von  Ungenauigkeit  nicht  gesprochen  werden  kann, 
auch  in  der  neueren  Literatur  ausgegangen  wird,  so  ist  dazu  zu  be- 
merken, daß  man  alsdann  nicht  Grundbegriffe  und  Grundsätze 
(§  1)  an  die  Spitze  stellt,  sondern  Begriffe  und  Sätze,  die  der  Zurück- 
führung  auf  andere  bedürfen.  Die  so  an  die  Spitze  gestellten  Begriffe 
und  Sätze  sind  Stammbegriffe  und  Stammsätze  im  Sinn  von  §  10 
(S.  74)  und  §  12  (S.  98).  Für  jede  Gruppe  mathematischer  Erkennt- 
nisse ist  es  von  Wichtigkeit,  Stammbegriffe  und  Stammsätze  zusammen- 
zustellen. Es  bleibt  aber  dann  immer  die  Aufgabe  bestehen,  diese  Be- 
griffe und  Sätze  auf  Grundbegriffe  und  Grundsätze  zurückzuführen. 
Dies  gilt  nicht  bloß  für  die  Geometrie,  sondern  auch  für  die  Analysis. 

Über  die  Forderung,  daß  die  Einführung  der  Begriffe  mit  ihrer 
Anwendung  außerhalb  der  Mathematik  in  Einklang  stehen  soll,  kann 
man  vom  rein  mathematischen  Standpunkt  aus  sich  hinwegsetzen  und 
Erklärungen  eines  Begriffs,  die  auf  seine  Anwendung  keine  Rück- 
sicht nehmen,  als  genügend  anerkennen,  solche  Erklärungen  sogar  vor- 
ziehen. Wird  aber  der  nur  für  die  Benutzung  innerhalb  der  Mathe- 
matik zubereitete  Begriff  außerhalb  der  Mathematik  verwendet,  so  ist 
die  Frage  nach  der  Berechtigung  dieser  Verwendung  nicht  zu  umgehen. 
Es  wird  also  eine  besondere  Untersuchung  nötig,  ein  Zurückgehen  auf 
Vorstellungen,  die  eine  für  alle  Zwecke  ausreichende  Grundlage  bilden 
können. 

Erster  Zusatz  zu  §  1. 

Zu  der  Zeit,  wo  dieses  Buch  verfaßt  wurde,  waren  die  darin  geltend 
gemachten  Forderungen  noch  nicht  in  ihrer  vollen  Tragweite  an- 
erkannt. Der  Versuch,  sie  zu  verwirklichen,  führte  trotz  der  Aus- 
schließung der  krummen  Gebilde  zu  einer  unerwartet  großen  Menge 
von  Einzelheiten.  Im  ersten  Paragraphen  ist  der  Stoff  soweit  zer- 
gliedert, daß  die  letzten  Bestandteile  aufgedeckt  werden.  Es  war  aber 
nicht  ratsam,  in  den  übrigen  Paragraphen  das  unverkürzte  Verfahren 
ebenfalls  durchzuführen.  Wäre  diese  Zergliederung  fortgesetzt  worden, 
so  hätte  nicht  unbemerkt  bleiben  können ,  daß  die  Tatsachen,  durch  die 
die  Möglichkeit  der  Konstruktionen  verbürgt  wird,  nicht  vollständig 
aufgeführt  sind.  Viele  Tatsachen  dieser  Gattung  sind  ausgesprochen, 
nämlich  in  den  Grundsätzen  I,  II,  VI  des  §  1,  in  den  Grundsätzen  des 
§  2,  in  den  Grundsätzen  II,  IV,  VIII,  IX  des  §  14.  Mehrere  Tatsachen 
derselben  Gattung  finden  sich  jedoch  nicht  ausgesprochen,  z.  B.  der 
Satz:  Sind  zwei  Punkte  A,  B  gegeben,  so  kann  ein  Punkt  C  so  ge- 
wählt werden,  daß  A,  B,  C  nicht  in  einer  geraden  Strecke  liegen.    Für 
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den  Leser  kann  es  eine  nützliche  Übung  sein,  die  fehlenden  Gh 

zu  ermitteln  und  die  Stammsätze  der  projektiven  Gteomei  -od 

zu  ergänzen. 

Zweiter  Zusatz  zu  §  1. 

Im  Gegensatz  zu  den  späteren  Paragraphen  habe  ich  in  §  1,  wie 

im  ersten  Zusatz  hervorgehoben  wurde,  den  Stoff  so  wer 
die  letzten  Bestandteile  aufgedeckt  werden.    Bis  zur  völligen  1 
der  einzelnen  Bestandteile  voneinander  habe   ich   die  Zerglieder 
jedoch  auch  in  §  1  nicht  getrieben,  weil  es  sich  um  'i; 
Art  ersten  Versuch  handelte,  der  nicht  mit  allzu  vielen  Einzelheiten 
belastet  werden  durfte.    Gegen  die  damals  noch  vorherrschende,  heute 
keineswegs  ganz  überwundene  Auffassung  des  geometrischen  Beweis- 
verfahrens richteten  sich   die  Darlegungen  an  verschiedenen  Stellen 
der  §§  1,  6  und  12,  in  denen  eine  scharf  umgrenzte  Auffassung  ver- 
treten  wird.    „Wenn   man  von  dieser  Auffassung  im  geringsten  ab- 
weicht, so  verliert  der  Sinn  des  Beweisverfahrens  überhaupt  jede  Be- 
stimmtheit" (§  6,  S.  43f.). 

Will  man  dem  Wesen  der  Sache  ganz  auf  den  Grund  kommen,  so 
maß  man  jedenfalls  den  Teil  von  §  1,  der  dem  1.  Lehrsatz  vorangeht, 
weiterer  Zerlegung  unterwerfen.  Es  zeigt  sich  dann,  daß  an  die  Stelle 
der  dort  aufgeführten  fünf  Grundsätze  eine  größere  Anzahl  tritt:  in 
der  als  dritter  Zusatz  zu  §  1  hier  folgenden  Darstellung  des  erwähnten 
Teiles  von  §  1  sind  es  neun.  Ferner  verwandelt  sich  ein  Teil  dessen, 
was  in  jene  fünf  Grundsätze  eingeflochten  ist,  in  Lehrsätze,  also  in 
Sätze,  die  aus  den  Grundsätzen  abgeleitet  werden;  im  dritten  Zusatz 
zu  §  1  sind  alle  abgeleiteten  Sätze  als  Folgerungen  bezeichnet.  Zur 
Formulierung;  der  Folgerungen  werden  nicht  bloß  Grundbegriffe  be- 
nutzt,  sondern  auch  abgeleitete  Begriffe;  für  diese  müssen  Definitionen 
gegeben  werden.  Demgemäß  bringt  der  dritte  Zusatz  Grundbegriffe, 
Grundsätze,  Folgerungen  und  Definitionen;  außerdem  einige 
Bemerkungen,  die  sich  auf  die  Bezeichnungsweise  beziehen. 

Ein  Lehrsatz  wird  abgeleitet  aus  dem,  was  ihm  vorangeht,  jedoch 
selten  durch  einen  einzigen  Schritt,  bei  weitem  überwiegend  durch 
mehrere,  den  „Beweis"  zusammensetzende  Schritte.  Jeder  einzelne 
Schritt  bedeutet  nichts  anderes  als  die  Aufstellung  eines  abgeleiteten 
Satzes,  den  man  ebenfalls  einen  Lehrsatz  nennen  könnte.  Im  dritten 
Zusatz  sind  nun  alle  Beweise  in  Schritte  aufgelöst.  Dadurch  ist  aller- 
dings die  Anzahl  der  als  Folgerungen  zu  bezeichnenden  Sätze  überaus 
groß  geworden;  aber  nur  so  kann  man  das  Gefüge  des  Stoffs  wirklieh 
erkennen.  Bis  zu  dem  Grade,  daß  jede  Folgerung  ohne  Ausnahme 
durch  einen  einzigen  Schritt  gewonnen  wird,  habe  ich  übrigens  die 
Zerlegung  auch  jetzt  nicht  durchgeführt.    Doch  ist  an  den  Stellen,  wo 
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weitere  Teilung  vorzunehmen  wäre,  die  Art  dieser  Teilung  aus  den 
angezogenen  Nummern  zu  erkennen. 

Dritter  Zusatz  zu  §  1. 

Wie  im  zweiten  Zusatz  angekündigt  wurde,  folgt  jetzt  die  ins 
Einzelne  gehende  Ausarbeitung  des  Teiles  von  §  1,  der  dem 
erstenLehrsatzvorangeht.  Die  maßgeb  enden  Gesichtspunkte  sind 
im  zweiten  Zusatz  erörtert. 

1.  (Grundbegriff.)    Punkt. 

2.  (Grundbegriff.)  Gerade  Strecke.  Statt  „gerade  Strecke"  sagen 
wir  meist  nur  „Strecke". 

3.  (Grundbegriff.)  Äußerst,  und  zwar  in  der  Verbindung:  äußerster 
Punkt  einer  Strecke.  Statt  „äußerster  Punkt"  sagen  wir  meist  „End- 
punkt". 

4.  (Grundbegriff.)  Inner,  und  zwar  in  der  Verbindung:  innerer 
Punkt  einer  Strecke. 

5.  (Grundsatz.)  Ist  eine  Strecke  angegeben,  so  kann  man  zwei 
Punkte  angeben,  die  äußerste  Punkte  der  Strecke  sind. 

6.  (Grundsatz.)  Sind  zwei  Punkte  äußerste  Punkte  einer  Strecke, 
so  ist  kein  anderer  Punkt  äußerster  Punkt  der  Strecke. 

7.  (Grundsatz.)  Ist  eine  Strecke  angegeben,  so  kann  man  einen 
Punkt  angeben,  der  innerer  Punkt  der  Strecke  ist. 

8.  (Grundsatz.)  Ist  ein  Punkt  äußerster  Punkt  einer  Strecke, 
so  ist  er  nicht  innerer  Punkt  der  Strecke. 

9.  (Grundsatz.)  Sind  zwei  Punkte  angegeben,  so  kann  man  eine 
Strecke  so  angeben,  daß  die  zwei  Punkte  äußerste  Punkte  der  Strecke 
sind. 

10.  (Grundsatz.)  Sind  zwei  Punkte  äußerste  Punkte  einer  Strecke, 
so   sind  nicht  beide  Punkte  äußerste  Punkte  einer  anderen  Strecke. 

11.  (Bemerkungen.)  Verschiedene  Eigennamen  können  dasselbe 
Ding  bedeuten.  Ob  ein  solcher  Fall  vorliegt,  ist  oft  nur  aus  dem 
Zusammenhang  zu  erkennen. 

12.  (Folgerung.)  Sind  A  und  B  (B  und  Ä)  Endpunkte  der  Strecke  s, 
so  sind  sie  die  (einzigen)  Endpunkte  der  Strecke  s  (6). 

13.  (Folgerung.)  Sind  A  und  B  die  Endpunkte  der  Strecke  s,  so 
ist  s  die  (einzige)  Strecke  mit  den  Endpunkten  A  und  B  (10). 

14  bis  17.  (Definitionen.)  Die  Strecke  mit  den  Endpunkten  A  und  B 
heißt:  die  Strecke  der  Punkte  J.und  B;  die  Strecke  zwischen  A  und  J5; 
die  Strecke  von  A  nach  B\  die  Strecke  AB. 

18  und  19.  (Folgerungen.)  Ist  eine  Strecke  AB  angegeben,  so 
sind  A  und  B  verschiedene  Punkte  (17);  sie  sind  die  Endpunkte  der 
Strecke  AB  (17). 
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20  bis  22.  (Folgerungen.)    Sind  zwei  Punkte  yl  und  L  hau, 

so  gibt  es  eine  Strecke  8,  für  die  A  und  />'di'-  Endpunkte  lind  'J  und  | 
S  ist  die  einzig».'  solche  Strecke  (13);  8  ist  die  Strecke  Ali  (1  • 

28.  (Folgerung.)    Sind  verschiedene  Pnnl  d  />'  beliebig  an- 

gegeben, so  gibt  es  die  Strecke  A  B    2        .  ;  22 

24  und  25.  (Definitionen.)    Von   der  Streck-   . //.  :   sie 

verbindet  yl  und  2?  (yl  mit  7>);  sie  wird  von  yl  und  I:       .    •  n/.t. 

26  bis  28.  (Bemerkungen.)    JJie  Kamen  A  li  und  />'.!  -ich- 

bedeutend.    Sind  B  und  ü'  Namen  desselben  Punktet  (11);  B  —  /;'. 
so   sind  y!5  und  yli?'  Namen  derselben   Strecke:   AB  =•  AB. 
A  =  A'  und  B  -  -#,  oder  y4  =  #'  und  B  =  y*',  so  ist  J  B  -  .17;'. 

29  bis  31.  (Folgerungen.)  Ist  eine  Strecke  yli»  angegeben  und  ein 
von  yl  und  B  verschiedener  Punkt  B,  so  ist  B'  nicht  Endpunkt  der 
Strecke  AB  (19).  Ist  B'  Endpunkt  der  Strecke  AB,  so  ist  entweder 
B'  =  A  oder  B'  =  B  (29).  Ist  B'  Endpunkt  der  Strecke  AB  und 
von  yl  verschieden,  so  ist  B'  =  B  (30). 

32  und  33.  (Folgerungen.)  Ist  die  Strecke  AB  =  Alf  2T),  so 
ist  B'  Endpunkt  der  AB  (19)  und  von  yl  verschieden  (18).  Ist  die 
Strecke  AB  =  AB',  so  ist  B  -  B  (32  und  31). 

34  bis  37.  (Folgerungen.)  Ist  die  Strecke  AB  =  A'B  (2S),  so 
ist  B  Endpunkt  der  A'B'  (19).  Ist  überdies  B  von  AI  verschieden, 
so  ist  B  Endpunkt  der  Strecke  yl'23'  (34)  und  von  A'  verschieden. 
Ist  2?vonyl'  verschieden  und  AB  =  ÄB',  so  ist  B  =  B'  (35  und  31); 
AB  =  AB  (36). 

38  bis  41.  (Folgerungen.)  Ist  die  Strecke  AB  =  A'B  und  B  un- 
gleich Ä,  so  ist  A B  =  A'B  (37);  A  —  AI  (38  und  33);  AB  =  AB 
(39);  B  =  B  (40  und  33). 

42  und  43.  (Folgerungen.)  Ist  die  Strecke  AB  =  A'B  und  B 
ungleich  A',  so  ist  A  =  A'  (39)  und  B  =  B  (41).  Ist  AB  =  ÄB 
und  B  =  Ä,  also  BA  —  BB,  so  ist  A  =  #  (33)  und  5  «=  A'. 

44.  (Folgerung.)  Ist  die  Strecke  AB  =  A'B,  so  ist  entweder 
yl  -  A!  und  B  =  5',  oder  A  =  B  und  J5  =.4'  (42  und  43). 

45  bis  48.  (Folgerungen.)  Ist  ein  Punkt  innerer  Punkt  einer 
Strecke,  so  ist  er  nicht  Endpunkt  dieser  Strecke  (8).  Ist  A  Endpunkt, 
C  innerer  Punkt  einer  Strecke,  so  sind  A  und  C  verschieden  v  . 
Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  AB,  so  ist  C  von  A  und  B  ver- 
schieden (19  und  46);  yl  von  B  (18). 

49  bis  53.  (Folgerungen.)  Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  AB, 
so  sind  die  Strecken  ylC  und  BC  möglich  (47  und  23):  die  Strecken 
AB,  AC,  BC  sind  verschieden  (47,  48,  33);  A  ist  nicht  Endpunkt 
der  Strecke  BC  (47,  48,  29);  B  ist  nicht  Endpunkt  der  Strecke  AC 
(47,  48,  29);  C  ist  nicht  Endpunkt  der  Strecke  AB  ^47  und  29). 
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54.  (Grundsatz.)  Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  AB,  so  ist 
A  nicht  innerer  Punkt  der  Strecke  BG. 

55.  (Folgerung.)  Ist  G  innerer  Punkt  der  Strecke  AB,  so  ist  A 
weder  Endpunkt  noch  innerer  Punkt  der  Strecke  BG  (51  und  54). 

56  bis  59.  (Definitionen.)  Ein  Punkt,  der  Endpunkt  oder  innerer 
Punkt  der  Strecke  s  ist,  heißt:  Punkt  von  s.  Man  sagt:  der  Punkt 
liegt  auf  s;  er  gehört  s  an;  s  enthält  ihn. 

60  bis  64.  (Definitionen.)  Ein  innerer  Punkt  der  Strecke  s  =  AB 
heißt  auch:  Punkt  innerhalb  von  s;  Punkt  von  s  zwischen  A  und  B*). 
Man  sagt:  der  Punkt  liegt  innerhalb  von  s;  er  liegt  auf  s  zwischen 
A  und  B]  s  geht  durch  ihn. 

65  und  66.  (Definitionen.)  Ein  Punkt,  der  nicht  Punkt  der  Strecke 
s  ist  (55),  heißt:  Punkt  außerhalb  von  s.  Man  sagt:  der  Punkt  liegt 
außerhalb  von  s. 

67  bis  69.  (Folgerungen.)  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke 
AB,  so  ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  AB  (62)]  A  ist  weder  Endpunkt 
noch  innerer  Punkt  der  Strecke  BG  (55);  A  ist  kein  Punkt  der  SC  (56j. 

70.  (Folgerung.)  Liegt  der  Funkt  G  innerhalb  der  Strecke  AB,  so  liegt 
der  Funkt  A  außerhalb  der  Strecke  BG  (66).  Siehe:  §  1 ,  III.  Grundsatz. 

71.  (Grundsatz.)  Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  AB,  D  innerer 
Punkt  der  Strecke  AG,  so  ist  D  auch  innerer  Punkt  der  Strecke  AB. 

72  bis  74.  (Folgerungen.)  A  und  B  sind  Punkte  der  Strecke  AB 
(19  bis  56).  Liegt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  d.  h.  ist  C  innerer 
Punkt  der  AB  (62),  so  ist  G  Punkt  der  AB  (56);  A  und  G  sind 
Punkte  der  AB  und  der  AG  (72  und  73). 

75  bis  78.  (Folgerungen.)  Liegt  C  innerhalb  der  Strecke  AB,  ist 
ferner  D  Punkt  der  AG,  aber  von  A  und  C  verschieden,  so  ist  D 
nicht  Endpunkt  der  AG  (19);  D  ist  innerer  Punkt  der  AG  (75  und  56); 
D  ist  innerer  Punkt  der  AB  (71);  D  ist  Punkt  der  AB  (56). 

79.  (Folgerung.)  Liegt  der  Funkt  G  innerhalb  der  Strecke  AB, 
so  ist  jeder  Punkt  der  Strecke  AG  zugleich  Funkt  der  Strecke  AB 
(74  und  78).    Siehe:  §  1,  IV.  Grundsatz. 

80  und  81.  (Folgerungen.)  Liegt  C  innerhalb  der  Strecke  AB, 
D  innerhalb  der  Strecke  AG,  so  ist  D  von  C  verschieden  (62  und  48) 
und  liegt  auch  innerhalb  der  AB  (62,  71,  62).    Siehe:  §1,  IV.  Grund- 

*)  Das  "Wort  zwischen  ist  im  Buch  erst  auf  Seite  9  eingeführt.  Hier,  im 
dritten  Zusatz  zu  §  1,  kommt  es  schon  in  Nr.  15  vor. 

In  einem  Brief  an  Wolfgang  Bolyai  vom  6.  März  1832  (veröffentlicht  in: 
Mathem.  Ann.  1897  Bd.  49;  Briefwechsel  zwischen  Gauß  und  W.  Bolyai,  1899; 
Gauß'  Werke,  Bd.  8,  1900)  sagt  Gauß:  Bei  einer  vollständigen  Durchführung 
(gewisser  Betrachtungen)  müssen  solche  Worte  wie  „zwischen"  auch  erst  auf 
klare  Begriffe  gebracht  werden,  was  sehr  gut  angeht,  was  ich  aber  nirgends 
geleistet  finde  (an  den  angegebenen  Orten  Seite  163,  110,  222). 


§  2. 

«atz.    Innerhalb  der  Strecke  A  B  können   r«  oe  Punkte  (  .  D 

angegeben  werden    80). 

82  nnd  83.  (Folgerungen.)    Liegi  Z)  innerhalb  J  /.'.  (         arhalb 
AI),  so  liegen  c  and  D  innerhalb  J //  (80)j   />  1  i •  - ^r t  nicht  im 
halb  AC  (62,  64,  62\ 

84.  (Grundsatz.)  Ist  6'  innerer  Punkt  der  Streck-  A  Jl,  I)  innerer 
Punkt  der  Strecke  AB,  aber  nicht  der  Strecke  AC  (83),  M  iii  D 
innerer  Punkt  der  Strecke  BC 

85  bis  87.  (Folgerungen.)  Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  Ali 
D  innerer  Punkt  der  AB,  aber  nicht  Punkt  der  AC,  so  ist  I)  nicht 
innerer  Punkt  der  AC  (56);  D  ist  innerer  Punkt  der  BC  M  j  /' 
ist  Punkt  der  BC  (86  und  56). 

88  bis  93.  (Folgerungen.)  Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke  4 1 1>. 
D  Endpunkt  der  AB,  aber  nicht  Punkt  der  AC,  so  ist  D  =  A  oder 
B  (30);  D  ist  nicht  Endpunkt  der  AC  (56);  2)  ist  von  J.  verschieden 
(89  und  19);  D  ist  =  B  (88  und  90);  Z>  ist  Endpunkt  der  BC  (91 
und  19);  D  ist  Punkt  der  BC  (92  und  56). 

94  und  95.  (Folgerungen.)    Ist  C  innerer  Punkt  der  Strecke 
D  Punkt  der  AB,  aber  nicht  Punkt  der  AC,  so  ist  D  innerer  Punkt 
oder  Endpunkt  der  AB  (56);  D  ist  dann  Punkt  der  BC  (87  und  93). 

96  und  97.  (Folgerungen.)  Liegt  der  Punkt  C  innerhalb  der  Strecke 
AB  (62),  und  ist  D  Punkt  der  Strecke  AB,  so  ist  D  entweder 
Punkt  der  Strecke  AC  oder  Punkt  der  Strecke  BC  (95).  Liegt  C 
innerhalb  AB,  D  weder  auf  AC  noch  auf  BC  (57),  so  liegt  D  nicht 
auf  AB  (96).    Siehe:  §  1,  V.  Grundsatz. 

Zusatz  zu  §2. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1897  Band  48  Seite  111. 

13.  Lehrsatz.  —  Sind  A,  B,  C  drei  nicht  in  gerader  Linie  ge- 
legene Punkte,  a  ein  Punkt  der  Geraden  BC  zwischen  B  und  ( 
ein  Punkt  der  Geraden  CA  zwischen  A  und  C,  so  ist  a  von  A,  b 
von  B  verschieden;  die  Geraden  aA  und  bB  sind  verschieden  und 
scheiden  sich  in  einem  Punkt  E  zwischen  a  und  A,  zugleich  zwischen 
b  und  B;  E  liegt  auf  keiner  der  Geraden  BC,  CA,  AB. 

Beweis.  —  Da  A  nicht  der  Geraden  BC  an- 
gehört, so  ist  a  verschieden  von  A,  überhaupt  von 
A,  B,  C,  b  und  liegt  auf  keiner  der  Geraden  A  B,  CA ; 
ebenso  ist  b  verschieden  von  A,  B,  C  und  liegt 
auf  keiner  der  Geraden  AB,  BC;  folglich  sind  die 
Geraden  aA  und  bB  verschieden,  weiter  die  Ge-  ß- 
raden  aB  (d.  i.  BC)  und  bB.  Da  die  Punkte  a. 
A,  C  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  bestimmen  sie  eine  Ebene  aAC: 
diese  enthält  die  Geraden  AC  und  aC,  mithin  die  Punkte  b  und  B, 
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endlich  die  Gerade  bB.  Die  Gerade  bB  geht  durch  keinen  der  Punkte 
a,  A,  0;  sie  begegnet  der  Geraden  CA  in  b  zwischen  A  und  C, 
der  Geraden  aC  in  B  nicht  zwischen  a  und  C.  Folglich  (§2,  10. Lehr- 
satz) begegnet  die  Gerade  bB  der  Geraden  aA  in  einem  Punkt  E 
zwischen  a  und  A,  zugleich  zwischen  b  und  B.  Da  B  und  C  nicht 
auf  aA  liegen,  so  ist  der  Punkt  E  verschieden  von  B  und  C,  über- 
haupt von  a,  A,  B,  0;  er  gehört  keiner  der  Geraden  BC,  CA,  AB  an. 
14.  Lehrsatz.  —  Liegen  von  den  Punkten  A,  B,  C,  D  keine  drei 
in  einer  Geraden,  und  geht  die  Gerade  AD  durch  einen  Punkt  a  der 
Strecke  BC,  die  Gerade  BD  durch  einen  Punkt  b  der  Strecke  CA, 
so  geht  die  Gerade  CD  durch  einen  Punkt  der  Strecke  AB. 

Beweis.  —  Die  Erfüllbarkeit  der  Voraussetzungen  ergibt  sich  aus 
dem  13.  Lehrsatz.  Sind  die  Voraussetzungen  erfüllt,  so  sind  die  Punkte 
a,  b,  A,  B,  C  verschieden  und  die  Voraussetzungen  des  13.  Lehrsatzes 
erfüllt.  Daher  sind  die  Geraden  aA  und  bB  verschieden;'  sie  schneiden 
sich  einerseits  in  einem  Punkt  E  zwischen  a  und  A,  andrerseits  in  Z); 
folglich  fällt  D  mit  E  zusammen  und  liegt  zwischen  a  und  A.  Da  die 

Punkte  a,  A,  B  nicht  in  gerader  Linie 
liegen,  so  bestimmen  sie  eine  Ebene  aAB\ 
diese  enthält  die  Punkte  C  und  D,  mithin 
die  Gerade  CD.  Die  Gerade  CD  geht 
durch  keinen  der  Punkte  a,  A,  B]  sie  be- 
gegnet der  Geraden  aA  in  D  zwischen  a 
und  A,  der  Geraden  a  B  in  C  nicht  zwischen 
a  und  B.  Folglich  (§  2,  10.  Lehrsatz)  be- 
gegnet die  Gerade  CD  der  Geraden  AB  zwischen  A  und  B. 

Zusatz  zu  §  5. 

In  einem  eigentlichen  Bündel  8  wähle  ich  sechs  Strahlen  aß y  a'  ß'y', 
indem  ich  festsetze,  daß  nur  dann  drei  von  ihnen  in  einer  Ebene  liegen 
dürfen,  wenn  sie  eine  der  Verbindungen 

ßya\  yaß',  aßy',  ß'y'a,  y' cd ß,  a'ß'y 

bilden.  Die  sechs  Strahlen  sind  dann  voneinander  verschieden,  ebenso 
die  drei  Ebenen  aa',  ßß'}  yy';  in  keinem  der  sechs  Strahlen  treffen 
sich  zwei  von  den  drei  Ebenen.  Auch  die  sechs  Ebenen  ßy,  ya,  aß, 
ß'y'>  y>a'}  a' ß'  sm(^  "voneinander  und  von  den  Ebenen  aa',  ßß',  yy'  ver- 
schieden; ich  bezeichne  sie  mit  2t  33  ©  2t' 33' (£'.  Die  Ebenen  2t  und  33 
gehen  durch  y,  aber  nicht  die  Ebenen  ©  und  2t';  folglich  gehen  weder 
2t  33©  noch  2t  33  2t'  durch  eine  Gerade.  Von  den  sechs  Ebenen  können 
also  nur  dann  drei  durch  eine  Gerade  gehen,  wenn  sie  eine  der  Ver- 
bindungen 

33£2t',  CT33',  «»<£',  SB'©' 8t,  &'2t'33,  2t'33'(5 


Fig.  8  b. 
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bilden.   Endlich  sind  die  drei  Geraden  ÄIT,  $93',  (5(i    roneinMlA 
von  aßyu  ß'y'  verschieden;  auf  keiner  der  sechs  Ebenen  Liegen  1 

von  den  drei  Geraden. 

Die  Ebenen  uu',  ßß',  yy'  können  sich  in  einer  '  I)ie 

Geraden  SCSI',  23$',  (StS'  können  in  eine  Ebene  lallen. 

Die  Gerade  %%'  liegt  nicht  in  der  Ebene  ßß']  denn  sonst  läge 
sie  in  den  Ebenen  ßy  und  ßß',  und  diese  hätten  mehr  als  eine  Gerade 
gemein.  Treffen  sich  also  die  Ebenen  uu,  ßß',  yy  in  einer  Gera 
so  ist  diese  nicht  bloß  von  ccßya! ß'y'  verschieden,  sondern  auch  von 
St  ST,  9333',  (W.  FaUen  die  Geraden  %%',  9393',  (£(£'  in  eine  Ebene,  so 
ist  diese  verschieden  von  % 93 (£ &' 43' CS',  sowie  von  uu,  ßß',  yy' 

Ventura  Reyes  y  Prosper  hat  nun  in  den  Mathematischen  Au- 
nalen  1888  Band  32  Seite  157  einen  sinnreichen  Beweis  für  folgenden 
Satz  gegeben: 

Gelten  die  Ebenen  aa'}  ßß',  yy'  durch  eine  Gerade  g,  so  liegen  die 
Geraden  %%',  9323',  ß£'  in  einer  Ebene. 

Zum  Beweise  wähle  man 
auf  a,  a'  Punkte  a,  a!  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  g,  so 
daß  g  die  nicht  durch  8  gehende 
Gerade  aa'  zwischen  a  und  a! 
trifft,  etwa  in  0;  dann  auf  ß' 
einen  nicht  mit  0  auf  derselben 

Seite  von  ß  gelegenen  Punkt  b',  °  Fig  lla 

so  daß  ß   die  nicht  durch  S 

gehende  Gerade  Ob'  zwischen  0  und  V  trifft,  etwa  in  b,  und  die  Punkte 
Oaa'bb'  in  eine  den  Punkt  S  nicht  enthaltende  Ebene  E  fallen;  endlich 
auf  y  einen  nicht  in  E  und  nicht  mit  0  auf  derselben  Seite  von  y' 
gelegenen  Punkt  c,  so  daß  y'  die  nicht  durch  S  gehende  Gerade  Oc 
zwischen  0  und  c  trifft,  etwa  in  c',  aber  die  durch  0  laufenden  Geraden 
aa',  bb\  cc'  nicht  in  eine  Ebene  fallen.  In  der  Ebene  Obc  liegen  0 
und  c  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  b'c',  0  und  b  auf  der- 
selben Seite,  mithin  b  und  c  auf  verschiedenen  Seiten;  in  der  Ebene 
Oca  liegen  0  und  c  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  c'a',  0  und 
a  auf  derselben  Seite,  mithin  c  und  a  auf  verschiedenen  Seiten;  in  der 
Ebene  Oab  liegen  0  und  V  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  ab, 
0  und  a'  auf  derselben  Seite,  mithin  a'  und  V  auf  verschiedenen  Seiten. 
Folglich  werden  die  Geraden  bc,  ca,  ab  von  den  Geraden  /<V.  c' a\ 
a'V  geschnitten,  etwa  in  A,  B,  C,  und  diese  drei  Punkte  liegen  in  der 
Ebene  abc  und  zugleich  in  der  Ebene  a'V c',  mithin  auf  einer  Geraden. 
In  den  Strahlen  SA,  SB,  SC  schneiden  sich  aber  die  Ebenen  ßy  und 
ß'y',  ya  und  y'a',  aß  und  u'ß'. 
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Zusatz  zu  §  7. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1888  Band  32  Seite  159. 

Im  zweiten  Absatz  von  §  7  habe  ich  mit  A,  B,  C  drei  zu  zwei 
Ebenen  P  und  Q  zugleich  gehörige  Punkte,  mit  F  einen  eigentlichen, 
keiner  der  beiden  Ebenen  angehörigen  Punkt  bezeichnet  und  dann  be- 
hauptet, daß  die  Punkte  ABCF  in  einer  Ebene  liegen. 

Der  hierfür  in  §  7  gegebene  Beweis  läßt  sich  mit  Hilfe  des  zu 
§  5  gemachten  Zusatzes  erheblich  vereinfachen.  Zu  dem  Zweck  kon- 
struieren wir  Figur  13,  wie  im  dritten  und  vierten  Absatz  des  §  7, 
jedoch  so,  daß  der  eigentliche  Punkt  K  nicht  bloß  außerhalb  der  Ebene 
Q,  sondern  auch  außerhalb  der  Ebenen  Fßy,  Fycc,  Faß  gewählt  wird. 
Dann  liegen  auf  der  Ebene  P  die  Punkte  abc  und  auf  der  Ebene  Q 
die  Punkte  aßy  derart,  daß  sich  die  Geraden  bc  und  ßy  in  A,  ca  und 
ya  in  B,  ab  und  aß  in  C  begegnen.  Verbindet  man  F  mit  Kabcaßy 
ABC  durch  Strahlen  gpqrp'q'r'p"q"r",  so  sind  diese  Strahlen  ver- 
schieden und  weder  pqr  noch  p'q'r'  in  einer  Ebene  gelegen.  Da  aber 
die  Strahlen  gpp',  gqq',  grr',  p"qr,  p" q'r',  q"rp,  q"r'p',  r"pq,  r"p'q'  je 
in  einer  Ebene  liegen,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  pp',  qq',  rr'  in 
g,  ferner  die  Ebenen  qr  und  q'r',  rp  und  r'p',  pq  und  p'q'  m  P'\  Q"> 
r".  Folglich  sind  (Zusatz  zu  §  5)  p"  q"r"  Strahlen  einer  Ebene,  mithin 
ABGF  Punkte  einer  Ebene. 

Zusatz  zu  §  8. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1888  Band  32  Seite  159. 

Im  ersten  Absatz  des  §  8  nehme  ich  vier  Punkte  BGDE,  von  denen 
keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  so  an,  daß  die  Geraden  BD  und  CE 
sich  in  einem  Punkt  A  begegnen,  und  behaupte  dann,  daß  auch  die 
Geraden  BC  und  DE  einen  Punkt  gemein  haben. 

Der  hierfür  in  §  8  gegebene  Beweis  läßt  sich  mit  Hilfe  des  zu 
§  5  gemachten  Zusatzes  erheblich  vereinfachen.  Zunächst  beachte  man, 
daß  (Figur  20)  die  Punkte  ABD  in  gerader  Linie  liegen,  auch  die 
Punkte  ACE,  aber  sonst  keine  drei  von  den  fünf  Punkten  ABC  DE. 
Ist  also  K  ein  eigentlicher  Punkt,  so  fallen  die  Strahlen  KA,  KB, 
KD  in  eine  Ebene,  auch  die  Strahlen  KA,  KG,  KE,  aber  bei  ge- 
eigneter Wahl  von  K  sonst  keine  drei  von  den  fünf  Strahlen.  Ich 
bezeichne  ferner  mit  P  eine  Ebene,  die  weder  einen  der  Punkte  A 
BCDEK  enthält,  noch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  BC  mit  der 
Ebene  KDE  oder  der  Geraden  DE  mit  der  Ebene  KBC.  "Wird  die 
Ebene  P  von  den  fünf  Strahlen  in  abcde  getroffen,  sodann  bc  von 
de  in  f,  so  liegen  je  in  einer  Geraden 

ABD,  ACE,  abd,  ace,  bcf,  def, 
KAa,  KBb,  KCc,  KDd,  KEe, 
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aber  sonst  keine  drei  von  den  zwölf  Punkten.    1-  •jnt- 

licher  Punkt  außerhalb  der  Ebene  P,  und  lanfen  am  L  nach  den  zwölf 

Punkten  die  Strahlen  Ä  I>  <"  !>'  E K  a'Vefcteff,  bo  Li  in  'iner 

Ebene 

A'B'D',  ACE',  a'b'd',  a'de',  Vdf,  <?<'(', 

K'A'a',  K'B'V,  K'C'c',  K'J)',r,  K'E'd, 

aber  bei  geeigneter  Wahl  von  L  sonst  keine  drei  von  den  zwölf  Strahlen* 

Endlich  bezeichne  ich  mit  aßy  die  Schnittpunkte   der  Geraden   //' 
und  bc,  DE  und  de,  BD  und  bd,  mit  d  ß'y    die  Strahlen  La,  Lß, 
Ly.    Da  aßy  verschieden  sind  und  in  P  liegen,  so  sind  d ß' y'  ver- 
schieden; a  liegt  nicht  in  Bb,  ß  nicht  in  Dd;  y  ist  verschieden  von 
B,  D,  b,  d. 

Aus  dem  Zusatz  zu  §  5  folgt,  daß  die  Ebenen  AB!  und  a'h',  A'( 
und  a'c',  B'C  und  b'c'  sich  in  drei  Strahlen  eines  Büschels  schneiden; 
folglich  liegen  die  Schnittlinien  der  Ebenen  BD'  und  b'd',  Ä El  und 
a'e'  in  einem  Büschel  mit  d.  Aus  dem  Zusatz  zu  §  5  folgt  ferner,  daß 
die  Ebenen  Ä' D'  und  a'd',  A'E'  und  a'e',  D' E  und  d'e'  sich  in  drei 
Strahlen  eines  Büschels  schneiden;  folglich  liegen  die  Schnittlinien  der 
Ebenen  B' D'  und  b'd',  A'  E'  und  a'e'  in  einem  Büschel  nicht  bloß  mit 
d,  sondern  auch  mit  ß';  die  Schnittlinie  /  der  Ebenen  B'D'  und 
b'd'  liegt  in  einer  Ebene  mit  a'  und  ß';  die  Ebenen  13V,  b'd',  a' ß' 
laufen  durch  /„  Aus  dem  Zusatz  zu  §  5  folgt  jetzt,  daß  die  Ebenen 
B'b'  und  D'd',  B'd  und  D'ß',  b'd  und  d' ß'  sich  in  drei  Strahlen  eines 
Büschels  schneiden.  Da  der  erste  dieser  Strahlen  mit  K',  der  dritte 
mit  f,  die  Ebene  B'd  mit  B'C,  die  Ebene  D'ß'  mit  D'E'  zusammen- 
fällt, so  ist  die  Schnittlinie  der  Ebenen  B'C  und  D' E  in  der  Ebene 
K'f  enthalten;  sie  hat  also  mit  der  Geraden  Kf  einen  Punkt  F gemein. 
Durch  Kf  gehen  die  Ebenen  KBC  und  KDE,  durch  F  die  Ebenen 
LBC  und  DDE,  mithin  durch  F  die  Ebenen  KBC  und  LBC,  KDE 
und  DDE,  folglich  die  Geraden  BC,  DE. 

Zusatz  zu  §  9. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1897  Band  48  Seite  111. 

Es  seien  ABC  drei  nicht  in  gerader  Linie  gelegene  Punkte,  a  ein 
von  B  und  C  verschiedener  Punkt  der  Geraden  BC,  b  ein  von  C  und 
A  verschiedener  Punkt  der  Geraden  CA.  Nimmt  man  auf  den  Geraden 
BC,  CA  Punkte  a',  V  derart,  daß  BC  durch  aa\  CA  durch  bb'  ge- 
trennt werden  (§  1,  drittletzter  Lehrsatz),  und  legt  man  durch  o'  und 
V  eine  von  der  Ebene  ABC  verschiedene  Ebene  Nf  so  liegt  für  die 
Grenzebene  N  der  Punkt  a  zwischen  B  und  C ,  der  Punkt  b  zwischen 
C  und  A. 

Nunmehr  seien  ABCD  Punkte  einer  Ebene,  keine  drei  in  gerader 
Linie;  ferner  seien  abc  die  Schnittpunkte  der  Geraden  BC  und  AD, 
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CA  und  BD,  AB  und  CD,  also  verschieden  von  AB  CD.  Wählt  man 
dann  die  Ebene  N,  wie  oben,  so  folgt  mittels  des  14.  Lehrsatzes  des 
§  2  (im  Zusatz  zu  §  2),  daß  c  für  die  Grenzebene  N  zwischen  A  und 
B  liegt.  Denn  in  §  9  hat  sich  ergeben,  daß  bei  jeder  Figur  über- 
all, wo  drei  eigentliche  Punkte  einer  Geraden  vorkommen  und  von 
dem  einen  gesagt  wird,  daß  er  zwischen  den  beiden  anderen  liegt  oder 
nicht,  die  Worte  „für  die  Grenzebene  N"  hinzugefügt  und  sodann  alle 
eigentlichen  Elemente  der  Figur  durch  beliebige  ersetzt  werden  dürfen. 
In  derselben  Weise  kann  man  den  11.  Lehrsatz  des  §  2  verall- 
gemeinern.   Demnach  bestehen  folgende  Sätze: 

A)  Liegen  die  Punkte  AB  CD  in  einer  Ebene,  aber  keine  drei  in 
gerader  Linie,  und  werden  die  Geraden  BC,  CA,  AB  von  den  Ge- 
raden AD,  BD,  CD  in  abc  getroffen,  so  kann  man  die  Ebene  N 
derart  wählen,  daß  für  die  Grenzebene  N  der  Punkt  a  zwischen  B 
und  C  liegt,  b  zwischen  C  und  A,  c  zwischen  A  und  B. 

B)  Sind  ABC  drei  nicht  in  gerader  Linie  gelegene  Punkte,  und 
liegt  für  eine  Grenzebene  der  Punkt  a  auf  der  Geraden  BC  zwischen 
B  und  0,  b  auf  CA  zwischen  C  und  A,  c  auf  AB  zwischen  A  und 
B,  so  liegen  abc  nicht  in  gerader  Linie. 

Erster  Zusatz  zu  §  10. 

Sechs  Punkte  ffx  ggx  hh^  von  der  im  vorletzten  Absatz  des  §  10 
beschriebenen  Art  mögen  ein  System  J  heißen;  durch  ffx  ggx  h  ist 
7^1  bestimmt.  An  der  angegebenen  Stelle  erwähne  ich,  daß  auch  fx  f 
ggx  hhx  ein  System  J  bilden,  daß  also  der  Satz  besteht: 

Satz  J.  Bilden  die  Punkte  ffx  ggx  hhx  ein  System  J,  so  bilden 
auch  fxfgg^\  ein  solches  System. 

An  jener  Stelle  sage  ich  ferner,  daß  man  den  Satz  J  nicht  aus 
den  Sätzen  der  §§7,  8,  9  ableiten  kann.  Über  diese  Behauptung  ist 
jetzt  folgendes  zu  bemerken. 

In  einer  Ebene  seien  a,  ß,  b  Punkte  einer  Geraden  und  g1}  f,  fx 
Punkte  einer  anderen  Geraden,  darunter  nicht  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Linien.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden  ßf  und  ßfv  afx  und  bgx, 
af  und  ßgx  seien  c,  d,  d;  die  Schnittpunkte  der  Geraden  ac,  ab,  cd, 
cd  mit  fg  seien  g,  h,  h1}  h'.  Da  fg  die  Geraden  bc,  ad,  bd  in  f,  fx, 
gx  trifft,  so  sind  ffxggxhhx  ein  System  J,  also  auch  fifgg^h^  wenn 
Satz  J  richtig  ist.  Die  Punkte  fxfggxhh'  sind  aber  ebenfalls  ein 
System  J,  weil  sie  aus  der  Geraden  fg  durch  ßc,  ad,  ac,  ßd,  aß, 
cd  herausgeschnitten  werden.  Gilt  also  Satz  J,  so  fällt  h'  mit  hx  zu- 
sammen, cd  mit  cd;  c,  ä,  d  fallen  dann  in  eine  Gerade,  und  es  gilt 
der  Satz  (besonderer  Fall  des  Satzes  von  Pascal): 

Satz  P.  —  Liegen  in  einer  Ebene  drei  Punkte  A,  B,  C  auf  einer 
Geraden  und  drei  Punkte  AI,  B',  C  auf  einer  anderen  Geraden,  aber 
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keiner  auf  beiden  zugleich,  ho  schneid'-n  sich  d 

f/yf  und  yl '"',  J  />'  und  B.41  in  drei  Punkten;  diese  liegen  in  ge- 
rader Linie. 

Geht  man  von  Figur  32  aus,  wo  die  Punkte  ffx  ggx  hhx  ein  B 
sind,   und  bringt  man  noch  zum   Schneiden  ab  DÜ1   ' /',   in  /;,  «7/ 
^r/t   in  d,  so  ergibt  sich,  wenn  man  Satz  P  banntet,  daß  < ,  d,  d   in 
gerader  Linie  liegen,  und  daraus  weiter,  daß  auch  fifggjil'i  ein  System 
J  bilden.     Wenn  also  die  Sätze  der  §§7,   8,  9   vom 
so  fohjt  aus  der  Zulassung  des  Satzes  J  die  Gettung  d  P, 

der  Zidassung  des  Satzes  P  die  Geltung  des  Satzes  J.  Die  Untersuchung 
von  Hubert  in  Kapitel  VI  der  „Grundlagen  der  Geometrie",  Leipzig 
1899  (zweite  Auflage  1903,  dritte  1909)  hat  aber  ergeben,  daß  Satz  P 
aus  den  Sätzen  unserer  §§7,  8,  9  nicht  abgeleitet  werden  kann.  Hier- 
durch ist  endgültig  festgestellt,  daß  Satz  J  nicht  mit  den  Hilfsmitteln 
bewiesen  werden  kann,  die  in  §  10  zu  Gebote  stehen. 

Zweiter  Zusatz  zu  §  10. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1897  Band  48  Seite  111. 

Im  Zusatz  zu  §  9  ergaben  sich  unter  A)  und  B)  graphische  Sätze, 
in  denen  der  Begriff  getrennter  Elementenpaare  vorkommt.  Aus 
diesen  beiden  Sätzen  wird  ein  graphischer  Satz  gefolgert,  in  dem  der 
Begriff  getrennter  Paare  nicht  vorkommt,  obwohl  er  bei  der  Herleitung 
gebraucht  wird: 

Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Punkte  AB  CD,  keine  drei  in  ge- 
rader Linie,  und  projiziert  man  die  Echen  des  Dreiecks  ABC  aus  D 
auf  die  Gegenseiten  nach  abc,  so  liegen  abc  nicht  in  gerader  Linie. 

Iu  Figur  33  sind  fgcd  Punkte  einer  Ebene,  keine  drei  in  gerader 
Linie;  die  Ecken  des  Dreiecks  fgc  werden  aus  d  auf  die  Gegenseiten 
nacha.&7i1  projiziert;  auf  der  Geraden  ab  liegt  h.  Nach  dem  vorstehenden 
Satz  liegen 'abh^  nicht  in  gerader  Linie.  Damit  ist  bewiesen,  daß  7^ 
nicht  mit  h  zusammenfällt. 

Auf  Seite  83,  Zeile  2,  ist  angegeben,  daß  7^  von  h  verschieden 
ist;  doch  fehlt  dort  der  Beweis.  Es  ist  zu  beachten,  daß  hL  überhaupt 
von  f,  g,  h  verschieden  ist. 

Zusatz  zu  §  12. 

Siehe:  Grundlagen  der  Analysis,  1909,  Seite  1  und  7. 

Hält  man  die  bezüglich  des  Beweisverfahvens  aufgestellten  Forde- 
mngen  fest,  so  muß  man  auf  die  Benutzung  gewisser  Begriffe  ver- 
zichten, wenn  man  darauf  besteht,  alle  Begriffe  explizit  definieren 
zu  wollen,  d.  h.  so,  wie  man  z.  B.  das  Rechteck  definiert  als  ein 
Parallelogramm,  das  nur  rechte   Winkel  enthält.     Gewisse   Begriffe 
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können  nur  implizit  definiert  werden,  d.h.  dadurch,  daß  man  an- 
gibt, in  welchen  Aussagen  der  Begriff  vorkommen  darf,  und  was  solche 
Aussagen  bedeuten  sollen. 

Implizite  Definitionen  habe  ich  hier  gegeben  für  folgende  Begriffe: 
gerade  Linie  und  Ebene  im  eigentlichen  Sinn  (S.  8  und  22);  dieselbe 
Seite,  verschiedene  Seiten  (S.  9,  27,  30);  Schenkel  (S.  27);  Punkt,  Ge- 
rade und  Ebene  im  erweiterten  Sinn  (S.  40,  51,  58);  siehe  auch  die 
Bemerkung  über  den  Winkel  (S.  106).  Bezüglich  der  Anwendung  von 
impliziten  Definitionen  in  der  Analysis  siehe:  Mathem.  Ann.  1892 
Bd.  40  S.  149;  Grundlagen  der  Analysis,  1909.  Es  handelt  sich  bei 
den  impliziten  Definitionen  um  Begriffe,  die  man  abstreifen  könnte, 
die  sich  aber  eingebürgert  haben,  weil  sie  nicht  bloß  die  Ausdrucks- 
weise, sondern  auch  das  Fortschreiten  erleichtern. 

Daß  implizite  Definitionen  nicht  zu  falschen  oder  bedeutungslosen 
Polgerungen  führen,  ergibt  sich  aus  dem  Wesen  des  mathematischen 
Beweises  (Grundlagen  der  Analysis,  Anhang  zu  §  2). 

Zusatz  zn  §  15. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1887  Band  30  Seite  128. 

Als  Stammbegriffe  der  projektiven  Geometrie  habe  ich  in 
§  10  (S.  74)  bezeichnet:  Punkt,  Gerade  und  Ebene  als  Elemente,  jedes 
im  erweiterten  Sinn;  Aneinanderliegen  von  zwei  ungleichartigen  Ele- 
menten; Getrenntliegen  von  zwei  Elementenpaaren  in  einem  einförmigen 
Grundgebilde.  Zur  Gewinnung  dieser  Begriffe  haben  die  in  den  beiden 
ersten  Paragraphen  aufgestellten  Grundsätze  genügt  mit  der  im  ersten 
Zusatz  zu  §  1  angedeuteten  Ergänzung.  Die  Stammbegriffe  der  projek- 
tiven Geometrie  sind  also  nicht  bloß  von  Kongruenz  und  Parallelismus 
unabhängig,  sondern  auch  von  jedem  Grundsatz,  der  aufgestellt  wird, 
um  die  Lücke  in  Staudt's  Begründung  der  Projektivität  auszufüllen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  Sätzen  der  projektiven  Geometrie. 
Diese  führen  sich  auf  eine  Gruppe  von  Stammsätzen  zurück  (§  12 
S.  98).  Die  Stammsätze  der  projektiven  Geometrie  sind  in  den 
§§  12  und  16  angegeben;  die  in  §  12  (S.  94f.)  angegebenen  stammen 
aus  den  §§  7  bis  9;  von  den  beiden  in  §  16  (S.  127)  angegebenen  ist 
einer  der  reziproke  des  anderen,  in  §  15  (S.  120)  erlangten.  Die  Mittel 
nun,  die  zur  Gewinnung  der  projektiven  Stammbegriffe  dienten,  ge- 
nügen auch  zum  Beweis  der  projektiven  Stammsätze  mit  Ausnahme 
des  in  §  15  bewiesenen.  Dieser  letzte  ist  wesentlich  anderer  Art;  er 
konnte  ohne  Vermehrung  der  Hilfsmittel  nicht  bewiesen  werden.  Die 
projektive  Geometrie  wurde  dadurch  abhängig  von  der  Kongruenz, 
blieb  aber  unabhängig  vom  Parallelismus. 

Stellt  man,  um  die  Vorstellung  einer  Stetigkeit  in  der  geraden 
Punktreihe  zum  Ausdruck  zu  bringen,  einen  Grundsatz  etwa  in  der 


auf  S.  I26f.  angegebenen  Fassung  an  bferni  man  lieh  von  der 

Forderung,  <luL>  die  Grundbegriffe  and  die  Grun< 
unmittelbar  aus  der  Erfahrung  geschdp  alle  Qbrig 

griffe  uml  Sätze  auf  jene  allein  zurückfährbar  sein  i  i  die 

Geometrie  von  vornherein  wie  eine  die  Erscheinungswelt  besehreibende 
Wissenschaft  verfahren  und  auch  in  ihren  zusammen gesetztesten  Vor- 
stellungen diesen  Charakter  behalten  muß  Biehe  hierzu:  Vorwort; 
Einleitung;  §  1,  B.  4  bis  6,  16  bis  18;  §2,  8.  20;  §  6,  B.  43  bis 
§  12,  S.  98  bis  100;  §  IT,,  S.  12Gf.  —  Vergleiche  auch:  IL  Vogt,  Der 
Grenzbegriff  in  der  Elementarmathematik,  Breslau  1885  (Programm 
Nr.  157). 

Zusatz  zu  §  20. 

Siehe:  Mathematische  Aimalen  1887  Band  30  Seite  128. 

Bei  den  Unterscheidungen  in  §  20  S.  163  habe  ich  diejenige  Geo- 
metrie, in  der  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  größer  als  ein 
streckter  Winkel  ist,  als  Riemannsche  bezeichnet,  weil  eine  solche 
Möglichkeit  zuerst  von  Riemann  ausgesprochen  worden  ist.  Doch 
hat  Riemann  diesen  Fall  nicht  erschöpfend  behandelt;  dies  ist  erst 
durch  Killing  geschehen. 

Gemäß  den  Darlegungen  in  §  1  S.  18 f.  betrachte  ich  nur  Figuren 
von  beschränkter  Ausdehnung  und  sehe  davon  ab,  solche  Figuren  in 
beliebigem  Maße  aneinanderzureihen.  Die  Frage,  ob  und  wieviele 
Scheitel  ein  Strahlenbündel  besitzt,  brauchte  deshalb  nicht  berührt  zu 
werden.  Diese  Frage  kommt  erst  von  einem  anderen  Standpunkt  aus 
zur  Behandlung;  ihre  Beantwortung  führt  zur  Unterscheidung  von 
verschiedenen  Formen  der  elliptischen  Geometrie. 

Siehe:  Killing,  Die  Nicht- Euklidischen  Raumformen  in  analy- 
tischer Behandlung,  1885,  Artikel  11,  16,  17,  sowie  Literaturnachweis 
Note  4. 

Zusatz  zu  §  23. 

Siehe:  Mathematische  Annalen  1887  Band  30  Seite  130. 

In  dem  vorliegenden  Werk  habe  ich  krumme  Gebilde  nicht  be- 
trachtet; nur  an  einer  Stelle,  S.  12 — 14,  ist  eine  auf  krumme  Linien 
bezügliche  Betrachtuno-  eingeschoben.  Dagegen  war  in  dem  Buche: 
Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung,  1882,  der  Zu- 
sammenhang der  Infinitesimalrechnung  mit  der  Geometrie 
zu  erörtern;  neben  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  begrenzte  Ge- 
nauigkeit der  Beobachtungen  (S.  12  —  14,  39,  44,  68  f.)  mußte  da- 
bei das  Verhältnis  der  ebenen  Kurve  zur  stetigen  Funktion  (§  7.  §  10), 
der- Tangente  zum  Differential quotienten  (§16),  des  Flächeninhalts 
und  der  Bogenlänge  zum  Integral  (§20)  dargelegt  werden. 
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Auch  bei  diesen  Gelegenheiten  wird  man  meines  Erachtens  dazu 
gedrängt,  eine  empiristische  Auffassung  durchzuführen,  um  Wider- 
sprüchen bei  der  Anwendung  der  Analysis  auf  Geometrie  zu  entgehen. 
Neben  der  sinnlichen  Wahrnehmung  darf  aber  dann  nicht  auf  „An- 
schauung" oder  „Vorstellungskraft"  wie  auf  eine  besondere  Quelle 
mathematischer  Erkenntnis  Bezug  genommen  werden.  Wenn  bei  der 
Anwendung  der  Mathematik  z.  B.  vorausgesetzt  wird,  daß  alle  „an- 
schaulichen" ebenen  Kurven  anschauliche  Differentialkurven  und  an- 
schauliche Integralkurven  besitzen  (Kopeke,  Mathem.  Ann.  1887  Bd. 
29  S.  140),  so  ist  die  Berechtigung  dazu  in  den  Eigenschaften  der 
physischen  Linie  zu  suchen  und  dort  auch  zu  finden.  Es  läßt  sich 
jede  ebene  Kurve,  bei  geeigneter  Begrenzung  und  bei  geeigneter  Wahl 
des  Koordinatensystems,  hinreichend  genau  durch  eine  beliebig  oft 
differentiierbare  Funktion  einer  Veränderlichen  darstellen;  auf  eine 
solche  Darstellung  bezieht  sich  die  Anwendung  des  analytischen 
Apparats.  Im  Interesse  der  Klarheit  liegt  es,  derartige  Voraus- 
setzungen nicht  mit  Stillschweigen  zu  übergehen. 


Ergänzungen. 


Ergänzung  zu  Seite  18. 
Die  dritte  Faßnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 
Vergl.  Riemann,  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen  (1854),  Abhandlungen  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Göttingen  1867  Bd.  13  S.  I5f.  (Gesammelte  mathematische 
Werke  1876  S.  266;  2.  Aufl.  1892  S.  284);  Klein,  Mathem.  Ann. 
1871  Bd.  4  S.  576  und  624,  1873  Bd.  6  S.  134. 

Ergänzung  zu  Seite  20. 
Die  Bedeutung  der  Aussage,  daß  eine  gerade  Strecke  durch  einen 
Punkt  geht  (Seite  20,  Zeile  13  und  19  v.  u.),  ist  Seite  4  Z.  8  v.  u. 
angegeben.     Damit  deckt  sich  nicht   ganz   die  Definition  in  Nr.  64 
des  dritten  Zusatzes  zu  §  1. 


Ergänzung  zu  Seite  22. 

In  Zeile  12  ist  einzufügen,  daß  die  Punkte  A,  B,  C  von  L,  31, 
N  verschieden  und  nicht  in  gerader  Linie  gelegen  sein  sollen. 

Ergänzung  zu  Seite  40. 

In  der  Fußnote  ist  unter  Einfügung  der  Jahreszahlen  zu  schreiben: 
Staudt,  Geometrie  der  Lage,  1847,  §  5;  Klein,  Mathem.  Ann.  1871 
Bd.  4  S.  624,  1873  Bd.  6  S.  131  und  141. 

Ergänzung  zu  Seite  70. 

In  Zeile  23  ist  nicht  bloß  auszuschließen,  daß  die  Gerade  )i  durch 
den  Scheitel  des  Büschels  geht,  sondern  auch,  daß  n  in  der  Ebene  des 
Büschels  liegt. 

In  der  Fußnote  ist  die  Jahreszahl  1847  einzufügen. 

Ergänzung  zu  Seite  73. 

Die  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 

Solche  Elemente  werden  inzident  genannt  nach  Graßmann: 
Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  1856  Bd.  52  S.255; 
Die  Ausdehnungslehre,  1862,  Nr.  15  (Gesammelte  mathematische  und 
physikalische  Werke,  Bd.  2  Teil  1,  1904,  S.  220;  Bd.  1  Teil  2,  1896, 
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S.  16).  Vergl.:  Sturm,  Mathem.  Ann.  1877  Bd.  12  S.  258;  Schu- 
bert, ebendaselbst  S.  181.  —  Auch  zwei  Geraden,  die  einander  be- 
gegnen, heißen  inzident. 

Ergänzung  zu  Seite  79. 

In  Zeile  9  v.  u.  ist  auszuschließen,  daß  S'  auf  einer  der  Geraden 
AS,  BS,  CS  gewählt  wird. 

Ergänzung  zu  Seite  99. 

Über  das  mathematische  Beweisverfahren  siehe  auch  meine 
Darlegungen  in  der  akademischen  Festrede:  Über  den  Bildungswert 
der  Mathematik,  Gießen  1894,  sowie  in  dem  Buche:  Grundlagen  der 
Analysis,  1909,  Anhang  zu  §  2.  (Ein  Auszug  aus  der  Festrede  ist 
in  diesem  Buche  abgedruckt  auf  Seite  122  ff.) 

Wesentlich  anderer  Ansicht  über  die  Bedeutung  der  Grundsätze 
für  die  Geometrie  und  die  den  Figuren  zukommende  Rolle  ist  Klein, 
Mathem.  Ann.  1890  Bd.  37  S.  571. 

Ergänzung  zu  Seite  100. 

Bezüglich  der  „Entbehrlichkeit  gewisser  Bestandteile,  welche  ge- 
wohnheitsmäßig mit  überliefert  werden"  (Zeile  24 f.),  ist  hervorzuheben: 
als  entbehrlich  erwiesen  sich  die  Worte  Raum  und  Dimension;  sie 
kommen  in  dem  vorliegenden  Werk  nicht  vor. 

Ergänzung  zu  Seite  119. 

In  der  Fußnote  ist  die  Jahreszahl  1827  einzufügen. 

Ergänzung  zu  Seite  126. 

Die  erste  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 
Mathem.  Ann.  1873  Bd.  6   S.  136,   1874  Bd.  7   S.  532.    Vergl.: 
Cantor,  Mathem.  Ann.  1872  Bd.  5   S.  128;  Dedekind,   Stetigkeit 
und  irrationale  Zahlen,  1872,  S.  18. 

Die  zweite  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 
Staudt,  Geometrie  der  Lage,  1847,  S.  50.  Vergl.:  Thomae, 
Ebene  geometrische  Gebilde  erster  und  zweiter  Ordnung,  1873,  S.  12; 
Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  1.  Abteilung,  Vorwort  zur  2.  Auf- 
lage, 1877;  Klein,  Mathem.  Ann.  1873  Bd.  6  S.  132,  1874  Bd.  7 
S.  531,  1880  Bd.  17  S.  52;  Darboux,  Mathem.  Ann.  1880  Bd.  17 
S.  55;  Schur,  Mathem.  Ann.  1881  Bd.  18  S.  252. 

Ergänzung  zu  Seite  132. 

Die  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 

Siehe:  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  1881 
Bd.  91  S.  349. 
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Die  Kußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 
Diesen  Satz  bat  Chasles  durch   Rechnung  bewiesen:  'I 
Geometrie   superieure,    1852,  Nr.  270.     Kinen  geometrischen   Beweis 
gab  Schröter:   Journal   für  die  reine   und   angewandte  .Mathematik 
1874  Bd.  77  8.  120;  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  3.  Auflag) 
S.  03. 

Ergänzung  ZU  Seite  1  16. 

Die  erste  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 
In  Anlehnung  an  eine  Ausdrucksweise  von  Reye,  Journal  für  die 
reine  und  angewandte  Mathematik  1877  Bd.  82  S.  171. 

Ergänzung  zu  Seite  1§5« 
In  Zeile  5  der  Fußnote  ist  die  Jahreszahl  1871  einzufügen. 

Ergänzung  zu  Seite  168. 

Die  Fußnote  ist  folgendermaßen  zu  fassen: 

Vergl.  Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik,  Bd.  2,  Planimetrie 
§  2,  sowie  Vorrede  zur  6.  Auflage,  1883. 

Klein  hat  die  drei  möglichen  Arten  der  Geometrie  parabolische, 
hyperbolische  und  elliptische  genannt,  Mathem.  Ann.  1871  Bd.  4 
S.  577. 

Ergänzung  zu  Seite  176. 

In  der  ersten  Fußnote  ist  unter  Einfügung  der  Jahreszahlen  zu 
schreiben:  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul,  1827,  Abschnitt  2. 
Kapitel  G;  Stau  dt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Laue,  2.  Heft,  1857, 
§29;  Lüroth,  Mathem.  Ann.  1875  Bd.  8  S.  207  ff.;  Fiedler,  Dar- 
stellende Geometrie,  2.  Auflage,  1875,  S.  523 ff.  und  S.  739 f.;  Sturm. 
Mathem.  Ann.  1876  Bd.  9  S.  343  ff. 

Ergänzung  zu  Seite  197. 

In  der  Fußnote  ist  die  Jahreszahl  1882  einzufügen. 
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Abgeleitete  (zusammen- 
gesetzte) Begriffe  16,100. 

Abgeleitete  Sätze,  s.  Lehr- 
sätze. 

Absoluter  Punkt  146 ;  a.  Ge- 
rade 155;  a.  Ebene  161; 
a.  Involution  146, 152, 155, 
157;  a.  Pol  148,  160;  a. 
Polare  152,160;  a.  PoJar- 
system  156,  160—162. 

Achse,  s.  Ebenenbündel, 
Ebenenbüschel. 

Algebra  164. 

Analysis  (Zahlenlehre)  1, 72, 
164,  218. 

Aneinanderliegen(Inzidenz) 
73,93,96,97, 112,219f.;in 
Koordinaten  ausgedrückt 
181,   182,   186,  191,  196. 

Angenäherte  Darstellung 
durch  Koordinaten  189, 
190,  199—201. 

Anharmonisches  Verhält- 
nis,   s.  Doppelverhältnis. 

Anordnungs  -Eigenschaften 
einer  Figur  112. 

Anschauung  218. 

Äquivalenz ,  äquivalente 
Paare  121—123, 132;  Zu- 
sammenhang mit  der 
Kongruenz  165. 

Arithmetik  164. 

Aufeinanderliegen  (ver- 
einigte Lage)  130,  145, 
197. 

Ausgeschlossenes  Element, 
s.  Zwischen. 

Außenwelt  3. 

Außerhalb  einer  Strecke  4, 
208. 

Äußerster  Punkt  206. 

Axiome,  s.  Grundsätze. 


Begrenzen  3,  4,  207. 

Begriffe  der  Geometrie  3, 
18— 20,  98 f.;  B.  der  Geo- 
metrie, der  Zahlenlehre, 
der  Mathematik  über- 
haupt 164. 

Beobachtung  (Wahrneh- 
mung) 3—5,  17,  19—21, 
43,  111,  126. 

Beschreibung  der  Außen- 
welt, der  Erscheinungen 
3,  164. 

Bewegung  101 — 111 ;  s.  auch 
Drehung,  Verschiebung. 

Beweisverfahren  in  der 
Mathematik  (Deduktion) 
III,  2,  4—6,  17,  43—46, 
98—100,  205,  220. 

Bogenlänge  217. 

Bündel,  s.  Ebenenbündel, 
Strahlenbündel. 

Büschel,  s.  Ebenen büschel, 
Strahlenbüschel. 

Becken  101—111. 

Deduktion,  s.  Beweisver- 
fahren. 

Definieren  16,  43  — 45;  erste 
Definitionen  4— 18,  15, 
206 — 208;  explizite  und 
implizite  D.  215  f. 

Deskriptiv  75. 

Determinanten  177,  181  f., 
186  f.,  191—193. 

Diagonalen  am  vollstän- 
digen Vierseit  86. 

Differentialrechnung,  s.  In- 
finitesimalrechnung. 

Dimension  220. 

Direkte  Kongruenz  146,151, 
159;  als  Äquivalenz  165. 

Doppelelement   131,    197  f. 


Doppelverhältnis  (anharmo- 
nisches Verhältnis)  172 
bis  174;  Bezeichnung 
173  —  176;  Ausdruck 
durch  Koordinaten  177, 
181,  182,  187,  192,  193, 
196. 

Drehung  154,  159. 

Dreieck  21 ;  Perspektive 
Dreiecke  79 f.;  Winkel- 
eumme  163  f. 

Dual,  Dualität,  s.  Reziprok, 
Reziprozitätsgesetze. 

Durchschnitt,  perspektiver 
77  f.,  137. 

Durchschnittslinie  24,  41. 

Durehschnittspunkt  9,  23  f., 
41. 

Ebene.  Begrenzte  ebene 
Fläche  20, 109;  Übergang 
zur  Ebene  22 ;  erweiterter 
Begriff  58  f.;  mathe- 
matische Ebene  191;  ab- 
solute Ebene  161. 

Ebenenbündel,  Ebenen- 
büschel 31  ;  Achse,  Mittel- 
punkt oder  Scheitel  31; 
erweiterter  Begriff  41, 
501,  60. 

Einförmige  Grundgebilde 
129. 

Einheits- Element  im  Ko- 
ordinatensystem 17  7,  179, 
180,  182,  184. 

Einheitspaar  im  Netz  166. 

Elemente  (Punkt,  Gerade, 
Ebene)  72;  E.  im  Netz 
165,  174. 

Elliptische  (Riemannsche) 
Geometrie  163  f.,  201,  217, 
221. 


Empirischer  I  rsprun 
Geometrie  U.U.,  217,518; 
<ler    Mathematik    Ober- 
haupt 17,  208. 

Endpunkt  (äußerster  Punki 
4,  206. 

Entfernung  3. 

Entsprechend,  s.  homolog. 

Entsprechend  gemein  (Bich 
selbst  homolog)  76,  128; 
s.  auch  Doppelelement. 

Erfahrung,  a.  Empirisch, 

Euklidische  (parabolische; 
Geometrie  147,  156,  161 
bis  163,  165,  172,  200  f., 
221. 

Experiment  (Versuch)  99, 
201. 

Explizite  Definition  215. 

Farbe  3. 

Fester  Körper  101—104. 

Figur  25,  101;  Fall  un- 
eigentlicher Elemente  42, 
63,  72;  Planügur,  zen- 
trische Figur  70;  Rolle 
der  Figuren  bei  Be- 
weisen 43—46,  53,  61  f., 
99,220;  Ungenauigkeit  der 
Figur  189  f.,  199—201. 

Fläche  4,  20. 

Flächeninhalt  217. 

Folgerung,  s.  Lehrsatz. 

Fundamental-Elemento  im 
Koordinatensystem  176, 
179,  180,  182,  184. 

Fundamentalsatz  der  pro- 
jektiven Geometrie  126, 
216. 

Gaußische  (hyperbolische) 
Geometrie  163  f.,  201,  221. 

Gebilde  (Grundgebilde) 
erster  Stufe  (einförmige) 
129;  zweiter  Stufe  135; 
krumme  217  f. 

Genauigkeitsgrad  189,  190, 
199—201,  203. 

Geometrie  der  Alten,  ele- 
mentare G. ,  analytische, 
reine ,  neuere ,  synthe- 
tische lf. ;  projektive 
(graphische,  G.  der  Lage^ 
III f.,    74f,    93,    95,    127, 


1  10:     I.  •  tudt'l 

Begrün  I 

Geometrie     ihn-« 
Fundame  186, 

'ji S;  E  iklidiache  parabo- 
lische] Gk  1  17,  165,  161 
bis  168,  166,  178,  2001, 
221;Nichteuklidi  •  i  :: 
166, 161— 168  ;Gaußische 
(hyperboli  ehe  I68f.,801, 
221;  liiomannsche  (ellip- 
tische) 163  f.,  201,  217, 
221. 

Gerade  Strecke,  physische 
4,  16,  206;  durch  einen 
Tunkt  4,  208,  219;  mathe- 
matische 196;  Übergang 
von  der  physischen  ge- 
raden Strecke  zur  ge- 
raden Reihe  7;  zur  ge- 
raden Linie  (Geraden)  4, 
8;  Bezeichnung  5,  9,  206, 
207;  uneigentliche  Ge- 
rade 51;  mathematische 
Gerade  191;  absolute 
Gerade  155. 

Gestreckter  Winkel  163. 

Getrennt,  s.  Trennung. 

Graphische  (auf  Lage  be- 
zügliche, projektive)  Be- 
griffe und  Sätze  74  f.,  86  f., 
93—99,  114,  120,  125, 
127,  137—140,  193;  s 
auch  Projektive  Gebilde. 

Grenzelement,  s.  Zwischen; 
Gr.  eines  Netzes  119; 
einer  Acpiivalenz  121, 132. 

Größer  und  kleiner  117  f. 

Grundbegriffe  16,  98—100, 
101—103,'  205,  206. 

Grundgebilde,  s.  Gebilde. 

Grundsätze  (Axiome,  Postu- 
late)  5,  7,  17,  20  f.,  43 
bis  45, 99  f.,  103— 110,111, 
205,206,  20S,  209;  ferner 
125  f.  (dazu  196  f.),  188 
(dazu  203);  Vorbehalt  be- 
züglich der  Grundsätze 
18—20,25,126,  188,  217. 

Harmonikale  9 1  f. 
Harmonische  Gebilde  85  bis 
S9;     Index     dafür     160; 


Dop] 

Homog< 

10] 

neot« 
- 
104,    i  »7,    tu 
]  U 

tische 
Geometrie  103  f.  801,881« 

Implizite  Definition  210 

Index  im  N  ;  ] 

1 9 1  f. 

Infinitesimalrechnung 

Innerer  Punkt,  Punkt  inner- 
halb 4,  206,   : 

Integralrechnung,  s  Infini- 
tesimalrechnung. 

Inverse  Kongruenz  146,  151. 
159. 

Involution,       involutorisch 
130 f.;    s.  auch   82,    I  •: 
2 1 4  f. ;  absolute  Involution 
146,   162,  155,   157. 

Inzidenz,  s.  Aneinander- 
liegen. 

Irrationale  Zahlen  in  der 
Geometrie  191,  198. 

Kleiner  und  größer  117  f. 

Kollinear,  Kollineation  135 
bis  139;  Kongruenz  als 
Kollineation  139. 

Kollinear-perspektiv  136. 

Kongruenz  18,  101 — 114, 
200  f.;  Kongruenz  als  Kol- 
lineation 1 39-;  direkte  und 
inverse  Kongruenz  146. 
151,  159;  direkte  Kongru- 
enz als  Äquivalenz   165. 

Konjugiert  85,  87,  89.  13  •. 

Konstruieren  1,  25,  42,  53, 
72,105, 115,164:  Möglich- 
keit der  Konstruktionen 
204. 

Kontroversen ,  s.  Streit- 
fragen. 

Konzentrische   Gebilde  87. 

Koordinaten  170.  17  181 
1S4,  186,  190,  191, 

Koordinatensystem  17  7. 
179.  lS-2,  184,  196. 
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Körper    3;    fester    K.    101 

bis  104. 
Krumme  Gebilde  217  f. 

Lage-Begriffe,  s.  Graphisch. 

Länge  217. 

Lehrsätze  (Theoreme,  ab- 
geleitete Sätze,  Folgerun- 
gen) 5,  17,  43—46,  98  f., 
205. 

Linie,  physische  4,  218  ;  ge- 
rade L.  4,  8;  beliebige 
begrenzte  L.  12;  ge- 
schlossene L.  12,  19;  s. 
auch  Gerade. 

Links  und  rechts  111. 

Logik  in  der  Mathematik 
(deduktive ,  formale  L., 
mathematische  Folge- 
rungskunst) ,  s.  Bew eis- 
verfahren. 

Lücken  in  Beweisen  bei 
Euklid  und  anderen  44  f. ; 
Lücke  in  Staudt's  Be- 
gründung der  Projektivi- 
tät  126,  216. 

Mathematischer  Punkt,  m. 
Gerade,  m.Ebene  191, 203. 

Messen  105,  164. 

Mitte  115—117. 

Möglichkeit  der  Konstruk- 
tionen 204. 

Naturwissenschaft  III,  3,16 

Xebenseiten  am  vollstän- 
digen Yierseit  86. 

Netz  119—121,  164;  Ele- 
mente 165,  174;  Index: 
165  f.,  170  f, ;  Einheitspaar 
166;  Koordinaten  im  Netz 
auf  der  ersten  Stufe  177; 
auf  der  zweiten  178,  181, 
182;  allgemein  183,  186. 

Nichteuklidische  Geometrie 
147,  155,  161—163. 

Null- Element  eines  Netzes 
119;  eines  Koordinaten- 
systems 176. 

Nullsystem  141—143. 

Parabolische  (Euklidische) 
Geometrie  147,  155,  161 
bisl63,165,172,200f.,221. 


Parallelen  IV,  201,  216. 

Pascalscher  Satz  214. 

Permutieren  168, 171, 173  f., 
185,    194;    zyklisch   168. 

Perspektiv ,  Perspektivität 
72 — 74,  76 — 78;  perspek- 
tiver Durchschnitt  77 f., 
137;  Zentrum  der  Per- 
spektivität 76,  137;  Per- 
spektive Dreiecke  79 f.; 
s.  auch  kollinear-perspek- 
tiv. 

Physikalische  Eigenschaf- 
ten 3. 

Physischer  Punkt,  ph.  Linie, 
ph.  Fläche  3  f.,  218. 

Planfigur,  s.  Figur. 

Platte  102. 

Pol  und  Polare  für  ein 
Dreieck  91  f.,  180;  Zu- 
sammenhang davon  mit 
dem  Polarsystem  1 80 ; 
Pol,  Polare,  Polarrezi- 
prozität, Polarsystem 
143 — 145;  s.  auch  Abso- 
lut. 

Postulate,    s.    Grundsätze. 

Projektive  Begriffe,  s.  Geo- 
metrie, Graphisch. 

Projektive  Gebilde,  Projek- 
tivität  128  f.,  138,  144; 
s.  auch  Kollineation,  Re- 
ziprozität. 

Projizieren  76  f. 

Punkt,  physischer  3, 16,  203; 
uneigentlicher  40 ;  mathe- 
matischer III,  127,  191, 
203 ;  absoluter  146 ;  stetige 
Mannigfaltigkeit  von  ma- 
thematischen Punkten 
zur  Darstellung  eines 
physischen  Punkts  203. 

Punktreihe  73. 

Rationale  Zahlen  in  der 
Geometrie     170  f.,     174. 

Raum  220. 

Rechts  und  links  111. 

Reziprok,  Reziprozität 

(dual,  Dualität)  93—99, 
127,  142—145;  s.  auch 
Nullsystem. 


Reziprozitätsgesetze  93  bis 

99,  127,  142,  193. 
Riemannsche     (elliptische) 

Geometrie  163  f.,  201, 217 

221. 

Schenkel  27,  31. 

Schiebung  154,  158  f. 

Schneiden  (Durchschnitt)  9, 
23  f.,  41. 

Schnitt  einer  zentrischen 
Figur  72. 

Schnittlinie,  Schnittpunkt, 
s.  Durchschnittslinie, 
Durchs  chnittspunkt . 

Seite,  auf  derselben  S.,  auf 
verschiedenen  S.  9,  27,30. 

Senkrecht  148,  157. 

Sinnliches  Bild  9  9 ;  sinnliche 
Wahrnehmung  218;  8. 
auch  Beobachtung. 

Stammbegriffe  74f.,  96, 196, 
204,  216. 

Stammsätze98,127, 204, 216; 
anwendbar  auch  10  f., 
13f.,  25. 

Stetige  Zahlenfolge  zur 
Darstellung  eines  Ele- 
ments 200f. ;  stetige 
Mannigfaltigkeit  von  ma- 
thematischen Punkten 
zur  Darstellung  eines 
physischen  Punkts  203. 

Stetig,  die  st.  Zahlenreihe  in 
der  Geometrie  187 — 201. 

Stetigkeit  in  der  Punktreihe 
125,  196f.,  216. 

Strahl  27. 

Strahlenbündel,  Strahlen- 
büschel 27  f. ;  Mittelpunkt 
oder  Scheitel  28;  erwei- 
terter   Begriff   35  f.,    51. 

Strecke,  gerade  4,  16,  196, 
206 ;  durch  einen  Punkt  4, 
208,  219. 

Streckenverhältnis  165. 

Streitfragen ,  Beseitigung 
von  Str.  und  Unklarheiten 
III,  2,  45,  99  f. 

Stufe,  s.  Gebüde. 

Tangente  217. 
Teilungsverhältnis    in    der 
Geraden  172. 
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Theorem,  s.  Lehrsatz. 
Träger  77. 
Transporteur  106 

Trennung  von  Paaren  in 
der  Punktreihe    13,    16 

im    Strahlenbüschel    29 
im     EhcnenbÜHchel     32 
hei    uneigentlichen  Ele- 
menten 55,  62 f.;  als  gra- 
phischer Begriff  74;  Ver- 
halten gegen  Reziprozität 
und  Kongruenz  93,  96  f.,1 
112— 114;  entsprechendes  i 
Doppelverhältnis        174, 
193;  harmonische  Tren- 
nung 85. 

tjbertragungsgesetze  (Zu- 
ordnung, Beziehung)  75  f., 
87,93—98,112-114,136 
bis  139,  140—145. 

Unendlich  viele  Dinge  126. 

Unendlichkeits-Element  im 
Koordinatensystem    176. 

Ungenauigkeit  der  geome- 
trischen Begriffe  189,  199 
bis  201,  203  f. 

Unklarheiten,  s.  Streit- 
fragen. 

Unmerklich  201. 


Verein 
andi 

Verhältnis  von  Strecken 
1 86 :    Teilungsrernaltnis 

und  Doppolverhältnis 
(anharmoni3chf:s  V.,  172. 

Verknüpfte  J'unkte  der  Ge- 
raden 146. 

Verlängerung  7,  18. 

Verschiebung  154,  158  f. 

Versuch  (Experiment)  99, 
201. 

Vertauschen,s. Permutieren. 

Viereck,  Vierseit,  vollstän- 
diges in  der  Ebene  80 f.; 
Ecken,  Seiten,  Gegen- 
ecken, Gegenseiten  81; 
Diagonalen,  Nebenseiten 
86. 

Vorstellung ,  Vorstellungs- 
kraft 99,  218. 

Wahrnehmung,  8.  Beobach- 
tung. 

Winkel  1 0  6  f. ,  1 1 0 ;  gestre  ck- 
ter  W.  163 f.;  Winkel- 
summe des  Dreiecks  163  f. 
(dazu  200  f.). 

Würfel  3. 

Zahl  in  der  Geometrie  1,  3, 


127.: 
Zahlbcfrriffs  7 

bleareÜM 

_ 
Zahlenfolg 

Stellung   '  -nents 

2001;  itetige  Mannig- 
faltigkeit von  mathema- 
tischen Punkten  zur  Dar- 
stellung eine-  physischen 
Pun  luch  Index, 

Doppelverhältni--,  Koor- 
dinaten. 

Zahlenlehre  164. 

Zählen  164. 

Zentrisch,  s.  FL 

Zentrum  derPerspektivität. 
der  Projektion   76,    137. 

Zirkel  102. 

Zuordnung,     s.     Homolog, 
Ubertragungsgesetze. 

Zusammengesetzte  (abge- 
leitete) Begriffe  In- 
zwischen 4,  9,  28,  31.  -  - 
erweiterter  Begriff,  aus- 
geschlossenes Element 
(Grenzelement)  12 — 15. 
29,  32,  55,  62  f.,  66,  68, 
70,  95,  196. 

Zyklische  Vertauschungl  68. 
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Baltzer  163,  221. 
Bolyai  208. 
Cantor  126,  220. 
Cayley  146,  155. 
Chasles  221. 
Darboux  126,  220. 
Dedekind  126,  220. 
Euklid    1,     16,    44  f.,    147. 

155,  161—163,  165,  172, 

200  f. 
Fiedler  176,  221. 
Gauß  163,  201,  208. 


Graßmann  73,  219. 

Helmholtz  17. 

Hubert  215. 

Killing  217. 

Klein  IV,  18,  40,  126,  155 

(dazu221),163,203f.,219, 

220,  221. 
Kopeke  218. 
Lüroth  176,  221. 
Möbiusll9  (dazu  220),  176, 

221. 
Pascal  214. 


Reye  126,  146,  220. 
Reyes  y  Prosper  211. 
Riemann  18, 163f.,  201.  217. 

219. 
Schröter  134.  221. 
Schubert  73,  220. 
Schur  IV,  12(5,  220. 
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